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Das Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe< 

(ffierzu Taf. I Fig. 1.) 

(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 



In der vorliegenden Abhandlung gebe ich eine einfache Construction 
eines der von Herrn Kummer *) aufgestellten Strahlensysteme zweiter Classe. 
Es wird dabei die Beziehung, welche die eine gemeinsame Brennfläche be- 
rührenden Strahlensysteme dritter Ordnung zweiter Classe unter einander 
haben, deutlich erkannt und die Construction der Punkte und Ebenen der 
Brennfläche ermöglicht werden. Die Herleitung des Strahlensystems, welche 
Herr Äeye**) gegeben, der zuerst der Geometrie der Lage diese Gebilde 
zugänglich gemacht hat, wird sich naturgemäss anschliessen, und die von 
ihm aufgestellten Sätze werden wichtige Ergänzungen erhalten. Zum Schlüsse 
mache ich aufmerksam auf ein specielles System, das in der Polarentheorie 
der Complexe zweiten Grades von Bedeutung ist 



§•1. 

Construction des Strahlensystems. 

In einer Ebene (Ol) seien zwei reciproke ebene Systeme (0) und (1) 
bekannt, so dass zu jeder Geraden i, ein Punkt L, gehört und umgekehrt; 
wir werden hierbei stets die Elemente des einen Systems mit dem unteren 
Iudex (0), die des anderen mit dem unteren Index (1) behaften. Es seien 
ferner gegeben zwei Strahlenbüschel erster Ordnung A und B in den Ebenen 
a und ß, welche einen gemeinschaftlichen Strahl besitzen, so dass also die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte übereinstimmt mit der Schnittgeraden ihrer 
Ebenen. 

Zu jeder Geraden i^, der Ebene (Ol) construiren wir nun einen ihr zu- 



*) Kummer, über die algebr. Strahlensysteme. (Abb. d. Berl. Akad. 1866.) 

**) Reye, über Strahlensysteme zweiter Classe und die /Ttimmerscbe Fläche vierter 
Ordnung. (Dieses Journal Bd. 86, S. 84.) 

Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. 1 
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gehörenden Strahl /^"^ durch den Punkt L^ der Art, dass er dieselben Strahlen 
der Büschel {Aa) und (Bß) schneidet wie die Gerade i^,. Die Gesammtheit 
aller Strahlen ^''^ bildet ein Strahlensystem ^o, welches wir der Betrachtung 
unterwerfen. 

Das Strahlensystem ^o ist ton der dritten Ordnung, 

Beweis: Durch einen beliebigen Punkt G des Raumes ziehen wir 
zu jeder Geraden 4, einen entsprechenden Strahl, der dieselben Strahlen der 
Büschel {Aa) und {Bß) schneidet, wie k^ Es ist dann das ebene System 
(0) projectivisch auf den Strahlenbündel G bezogen; denn beschreibt /;, einen 
Strahlenbüschel, so werden dadurch die Büschel A und B projectivisch auf 
einander bezogen, so dass sie ihren gemeinsamen Strahl entsprechend gemein 
haben. Diese Büschel werden von G aus durch zwei in perspectivischer 
Lage befindliche Ebenenbüschel projicirt, deren Schnitt ein ebener Strahlen- 
büschel ist, welcher dem Büschel, den k^ beschreibt, entspricht. Zu der 
Geraden /„ ziehen wir weiter durch G einen zweiten entsprechenden Strahl 
nach Li und erhalten hierdurch einen zweiten zu dem System (0) projec- 
tivischen Bündel in G. Die beiden Bündel mit dem gemeinsamen Mittel- 
punkt G sind durch Vermittelung der Graden 4, collinear verwandt und 
haben desshalb höchstens drei Strahlen entsprechend gemein, welche dem 
System JS;, angehören. 

Das Strahlensystem 2^^ ist von der zweiten Classe. 

Beweis: Eine beliebige Ebene y schneidet (Ol) in einer Geraden A„ 
welche von den der Ebene y angehörenden Strahlen von JS;, geschnitten wird. 
Alle die Linie h^ treffenden Strahlen von JSlj haben in dem ebenen System 
(0) entsprechende Linien, die durch den Punkt fll, gehen und eine projec- 
tiyische Beziehung der Büschel A und B hervorrufen. Es ist bekannt, dass 
alle Linien des Raumes, welche je zwei entsprechende Strahlen dieser 
Büschel schneiden, einem Nullsysteme angehören, welches für Ai eine durch 
Ho gehende zugehörige Gerade liefert. Die Ebene y schneidet diese Gerade 
in einem Punkte U^ der als Mittelpunkt eines in y liegenden Büschels die 
Büschel A und B in derselben Weise projectivisch auf einander bezieht, 
wie dies durch den Büschel Äl, geschehen war. Der Punkt U ist aber 
Mittelpunkt eines zweiten in y liegenden Büschels, der zum ersten projec- 
tivisch ist, wenn wir zu jeder Linie /„ durch Äi, die Gerade durch U ziehen, 
welche nach dem Punkte L^ auf Ai geht. Die beiden Strahlen, welche die 
Büschel U entsprechend gemein haben, gehören dem System -2)) an. 
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Man erkennt leicht noch Folgendes: Wird y um die Gerade Ai ge- 
dreht, 80 liefern die Durchschnitte der in y liegenden Strahlen von ^o mit 
hl eine involutorische Punktreihe, welche projectivisch ist zu der Punktreihe, 
welche U beschreibt Es bilden desshalb alle eine Gerade Ai treffenden 
Strahlen von -Ty eine Regelfläche dritter Ordnung, für welche Aj die ein- 
fache Leitgerade, der Ort der Punkte U aber die Doppelgerade ist Die 
Strahlen der Regelfläche entsprechen in (Ol) den durch Ha gehenden Linien 
projectivisch. 

§.2. 

Die singulären Punkte und Ebenen von ü^. 

Singulare Ebenen des Strahlensystems sind solche, in welchen mehr 
als zwei Strahlen liegen und in welchen sich alsdann, wie sich ergeben 
wird, entweder ein Büschel erster oder zweiter Ordnung von -2*0 befindet 

Singulare Punkte sind solche, durch welche mehr als drei Strahlen 
gehen und die dann einen Büschel erster Ordnung von JS"« enthalten. 

In der Ebene (Ol) ist der Ort aller Punkte, durch welche die in 
der reciproken Beziehung*) ihnen entsprechenden Geraden gehen, bekannt- 
lich ein Kegelschnitt q und der Ort aller Geraden, welche die ihnen ent- 
sprechenden Punkte enthalten, ein Büschel zweiter Ordnung, dessen Kegel- 
schnitt a die Curve g in zwei Punkten berührt. Man sieht leicht ein, 
dass alle Tangenten von a dem System JS;, angehören, d. h. die Ebene (Ol) 
ist eine singulare Ebene von -Ty (s. Taf. I. Figur 1). 

Ausser (Ol) erhalten wir noch vier singulare Ebenen mit Büscheln 
der zweiten Ordnung. 

Die Ebene a des Büschels A möge (Ol) schneiden in der Geraden 
a, die Ebene ß des Büschels B in b. 

b schneide den Kegelschnitt p in den Punkten M und iV, a denselben 
Kegelschnitt in und P. Diesen vier Punkten sowie ihren sechs Verbindungs- 
geraden und den drei Diagonalpunkten werden wir je nach Bedürfaiss den 
unteren Index oder 1 ertheilen, ohne damit andere Elemente von (Ol) be- 
zeichnen zu wollen. 

Zu den vier Punkten gehören in den reciproken Beziehungen die 
Tangenten von a, welche durch die Punkte gezogen und demgemäss be- 



*) Reye, (Geometrie der Lage, Bd. 2) und Schröter (dieses Journal, Bd. 77 S. 105). 

1» 
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zeichnet werden. Wir betrachten die Geraden des Büschels Oy in (0) und 
suchen die Strahlen von -21), welche ihnen zugehören. Sie alle werden 
nach §. 1 die Linie OA und Oi treffen und desshalb in der Ebene (OiA) liegen. 
Der Strahlenbüschel Oo liefert auf b eine zu ihm perspectivische Punktreihe 
und diese wird durch Vermittelung des Büschels (Bß) übertragen auf die 
Schnittgerade der Ebenen ß und {OiA). Der Strahlenbüschel 0,, liefert 
aber auch auf der Geraden Oi eine zu ihm projectivische Punktreihe, wenn 
jedem Strahle von Oo der in der reciproken Beziehung ihm entsprechende 
Punkt zugewiesen wird. Es ist desshalb die Punktreihe Oi auch projec- 
tivisch zu der Punktreihe auf der Schnittgeraden von ß und vOi-4), und die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte ergeben einen Strahlenbüschel der 
zweiten Ordnung, welcher zu ^o gehört. Ebenso zeigt man, dass die 
Ebenen (piA)^ («i^) und (iwiß) Büschel der zweiten Ordnung von -2;, 
enthalten. 

Je zwei dieser fünf Büschel haben einen gemeinsamen Strahl. 

Büschel erster Ordnung von JS",, finden wir in folgender Weise. Der 
Strahl fio bat in JS",, unendlich viele ihm zugehörende Strahlen. Alle durch 
Pi gehenden, in der Ebene ipuB) liegenden Strahlen gehören zu dem Strahle 
Po, denn sie gehen sämmtlich durch den zu p^ in der reciproken Beziehung 
gehörigen Punkt Pi und schneiden die nämlichen Geraden der Büschel A 
und B, welche von fi,, getroffen werden. 

So erhält man vier Büschel der ersten Ordnung von JS",, in den 
Ebenen (fi(,ß), (Ooß), {n^iA) und {n^)A) mit den Mittelpunkten P, 0, M und N. 

Sechs andere Büschel erster Ordnung haben ihre Mittelpunkte ausser- 
halb der Ebene (Ol). Alle die Gerade üi treffenden Strahlen von JS;, haben 
in (0) zugehörige Linien, die durch A^^ den Schnittpunkt von o,, und po, 
gehen. Man erkennt leicht, dass die in Rede stehenden Strahlen von -51, 
sämmtlich in der Ebene a liegen und durch den Punkt B gehen. Die 
Büschel {Ba) und (Aß) gehören desshalb. zu -5,. 

Wir betrachten femer den Büschel Co in (0), wenn C„ der Schnitt- 
punkt der Geraden m,, und Oo ist. Alle diesem Büschel zugehörenden 
Strahlen von -2o treffen die Gerade MO oder c^. Der Büschel C bestimmt 
zwischen den Büscheln {Aa) und {Bß) eine projectivische Verwandtschaft 
der Art, dass alle Geraden des Raumes, die irgend zwei entsprechende 
Geraden von A und B schneiden, einem Nullsysteme angehören. Der im 
Nullsysteme zu C| gehörige Strahl geht durch Q, und schneidet die Linien 
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BO und AM; zu der Ebene (m,,^) gehört der Punkt M, zu (Oc,Ä) der Punkt 
0; {mnA) und (ooÄ) schneiden sich daher in der Geraden, welcher Ci im 

Nullsysteme entspricht. Ziehen wir nun noch die Linien C^ßii oder g^ und 
bestimmen auf Ci den zu g^^ in der reciproken Beziehung gehörigen Punkt 
Gl, welcher auf «i liegt, so muss der durch (?, gehende Strahl von -2;, in 
der Ebene [GxAB) liegen. Diese Ebene bringen wir zum Schnitt mit {mi^A) 
und («„Ä) in dem Punkte Z), so müssen durch diesen Punkt alle die Ge- 
rade Ci treffenden Strahlen von JS;, gehen. 

In der That, der Büschel (DcJ und C,, in (Ol) liefern zwischen den 
Büscheln {Aa) und.(Ä/?) dieselbe projectivische Beziehung, weil die beiden 
ersten dem in Rede stehenden Nullsysteme angehören. Durch Vermittelung 
des Büschels {Aa) oder auch [Bß) sind femer die Büschel (DcJ und C» 
projectivisch, und es schneidet {Dci) auf c^ die zu dem Büschel €[, projec- 
tivische Punktreihe aus, wie sie in der reciproken Beziehung in (Ol) ver- 
langt wird, denn den drei Punkten M^ Gi Oi entsprechen die Geraden «it, g^ 
und 0,,. Der -S;* angehörende Strahlenbüschel D hat mit dem Büschel 
zweiter Ordnung der Ebene (piA) einen Strahl gemein, welcher durch den 
Schnittpunkt von Ci mit pi geht. Die Ebene (piA) enthält demnach den 
Punkt D und die Verbindungsgerade der Punkte A und D geht durch den 

Schnittpunkt von m,, mit fii, welcher mithin auch auf der Geraden SyC,, 
dem Schnitte von (Ol) mit der Ebene (G^AB)^ liegen muss. Ebenso er- 
kennt man, dass die Verbindungslinie B mit D durch den Punkt («i o,,) geht 

und dieser Punkt sich ebenfalls auf der Geraden S^ Gi befindet. Das heisst 
aber, die drei Punkte So, («i o„) und (ifi»pi) liegen auf einer Geraden. 

Man findet analog der eben gegebenen Entwickelung : Alle die Ge- 

rade PN oder d^ treffenden Strahlen von -2;, bilden einen Büschel (Crf,) erster 
Ordnung, dessen Mittelpunkt gefunden wird als Schnitt zweier Geraden, 
von welchen die erste den Punkt A verbindet mit dem Punkte (fit)Oi) und 
die zweite den Punkt B mit (ponii); es liegen die drei Punkte S, («oOi) und 
(potni) auf einer Geraden. Der durch den Schnittpunkt von Ci und di oder 
Ri gehende Strahl von -2;, ist die Verbindungsgerade der Punkte C und D 
und gleichzeitig die Schnittgerade der bezüglichen singulären Ebenen. 
Schliesslich findet man noch zwei Büschel erster Ordnung von JS;, in allen 

PM oder e^ und ON oder /; tretfenden Strahlen von JS;^ Die Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte F und E fällt zusammen mit der Schnittgeraden 
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der Ebenen und ist der durch den Diagonalpunkt T gehende Strahl von 
2o. Wir haben somit zehn singulare Ebenen mit Strahlenbttscheln der 
ersten Ordnung erhalten und finden mit den fünf Ebenen, welche Büschel 
zweiter Ordnung liefern, im Ganzen fünfzehn singulare Ebenen und zehn 
singulare Punkte. Man kann sich direct überzeugen, dass keine weiteren 
singulären Punkte und Ebenen existiren, doch wird sich dies später durch 
eine eigenartige Gruppirung der Strahlen von -5, ergeben. Wir dürfen dess- 
halb den directen Beweis unterdrücken. 

Die Anordnung der singulären Punkte und Ebenen im Räume wollen 
wir nun näher betrachten. Es ist zweckmässig dieselben in einer be- 
sonderen Weise zu bezeichnen. In der folgenden Tabelle sind die Ebenen 
zunächst wie früher bezeichnet, und ist jedesmal dabei eine Combination der 
Zahlen 0, 1, 2, ... 5 zu zweien gesetzt, welche die Uebersicht erleichtert. 

Ebenen mit Büschel zweiter Ordnung. 

(Ol) mit den Punkten MNOP 

(m, B) oder (02) - - - MCBE 

(n,E) - (03) - - - NDBF 

lo,A) - (04) - - - OCAF 

Ip,A) • (05) - - - PDÄE 

Ebenen mit Büschel erster Ordnung. 

(m^A) od. (12) m. d. Punkten MDAF u. Mittelpunkt d. Büschels M od. (345), (012) 

(n,A) - (13) . - - MCAE - - - - iV - (245), (013) 

(o,J?) - (14) - - - ODBE - . - - - (235), (014) 

(Po*) - (15) - - - P(^BF - - . . p - (234), (015) 

(bA) . (45) - - - MNAB - - - - ^ - (123), (045) 

(aJ?) . (23) - - - OPAB - - - - J? - (145), (023) 

(cD) - (35) - - - MOCD ...-!> - (124), (035) 

(dC) - (24) - - . NPCD . . - - (7 . (135), (024) 

(cjP) - (34) - - . - MPEF . - . . F - (125), (034) 

(fE) • (25) - - - NOEF . . . - £ - (134), (025). 

Jede Ebene ist durch eine Combination zu zwei Elementen ohne Wieder- 
holung aus den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, bezeichnet*). Jeder Punkt kann 
auf zweifache Weise bezeichnet werden, durch eine Combination dieser 
Ziffern zu dreien oder durch die Combination der drei übrigen. Auf einer 



*) Die Bezeichnungen gehen in die des Herrn Reye über, wenn allenthalben die 
Ziffer Null weggelöscht wird und die Bezeichnungen der letzten zehn Ebenen mit denen 
der nebenstehenden Punkte vertauscht werden. 
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Ebene liegen die eier Punkte, in deren Bezeichnungen diejenige der Ebene 
entweder ganz oder gar nicht enthalten ist. Durch einen Punkt gehen die 
sechs Ebenen, deren Bezeichnungen in derjenigen des Punktes ganz oder gar 
nicht zu finden ist. Die Verbindungslinie zweier Punkte ist stets die Schnitt- 
gerade derjenigen Ebenen, deren Bezeichnungen in denjenigen der Punkte 
gleichzeitig sich befinden. Die Schnittgerade zweier Ebenen ist nur dann die 
Verbindungslinie zweier Punkte, wenn die Bezeichnungen der ersteren keine 
gleichen Elemente besitzen. Ebenen, deren Bezeichnungen gleiche Elemente 
enthalten, haben nur einen singulären Punkt gemein. Eine Ebene wird eon 
den sechs Ebenen, welche je zwei singulare Punkte mit ihr gemein haben, in 
den sechs Seiten eines vollständigen Viereckes geschnitten, von den übrigen 
acht Ebenen in acht Geraden, die zu je zweien durch die der Ebene ange- 
hörigen singulären Punkte gehen und einen Kegelschnitt umhüllen. Letzteres 
ist zunächst nur bewiesen flir die Ebene (Ol); es wird sich aber im Fol- 
genden für jede singulare Ebene dasselbe ergeben. Durch die Bezeichnung 
einer Ebene sind die nicht in ihr liegenden sechs Punkte paarweise geordnet 
in der Art, dass die Bezeichnung des einen Punktes des Paares in die des 
andern übergeht durch Vertauschung der die Ebenen bestimmenden Elemente. 
Die Verbindungslinie der drei Paare treffen die Ebene in den Diagonal- 
punkten des durch die vier Punkte der Ebene bestimmten vollständigen Vier- 
eckes. Je zwei der Punkte können ein solches Paar bilden und die zuge- 
hörige Ebene ist dadurch festgelegt. 

Betrachten wir näher die sechs durch den singulären Punkt D 
gehenden Ebenen; sie liefern auf (Ol) die Schnittgeraden: fiit)PicfifiiOuCi, 
welche ein ßriancAonsches Sechsseit bilden, denn wir haben oben gezeigt, 
dass in der hier gegebenen Anordnung die Verbindungslinien gegenüber- 
liegender Ecken durch den Punkt S gehen. Analoges könnte man be- 
weisen für die anderen nicht der Ebene (Ol) angehörenden Punkte; es 
wird sich aber im Folgenden ergeben, dass die sechs durch jeden singulären 
Punkt gehenden singulären Ebenen einen Kegel der zweiten Ordnung umhüllen. 

Das Strahlensystem 2^ hat nur in solchen Ebenen StrahlenbUschel 
zweiter Ordnung, welche in ihren Bezeichnungen die Ziffer Null haben ; alle 
übrigen Ebenen enthalten Büschel erster Ordnung von JS;,, deren Mittel- 
punkte Bezeichnungen tragen, die zusammengesetzt sind aus Null und den 
Bezeichnungen der Ebenen. 
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§.3. 
Das Strahlensystem S^. 

In §. 1 wurde erörtert, dass alle eine Gerade A| von (Ol) treffenden 
Strahlen von 2^^ eine Regelfläche dritter Ordnung liefern, deren Doppel- 
gerade durch den Punkt H^ geht und diejenigen Strahlen der Büschel {Aß) 
und {Ba) schneidet, welche auch von hi getroffen werden. Man erkennt 
desshalb, dass alle diese Doppelgeraden ebenfalls ein Strahlensystem ^i 
bilden, welches in analoger' Weise wie ^o construirt wird und auf die 
Geraden des ebenen Systems (1.) bezogen ist ^, besitzt dieselben sin- 
gulären Punkte und Ebenen wie ^o, nur sind die Punkte als Mittelpunkte 
von Strahl enbttscheln des Systems den Ebenen in anderer Art zugeordnet. 

Man überzeugt sich, dass alle Ebenen, deren Bezeichnungen die 
Ziffer 1 tragen, Büschel zweiter Ordnung für 2^ liefern, während die übrigen 
zehn Ebenen Büschel erster Ordnung enthalten mit Mittelpunkten, deren 
Bezeichnungen zusammengesetzt sind* aus 1 und den Ziffern, welche die be- 
treffende Ebene bezeichnen. 

Alle Strahlen von -S*i, die eine Gerade von (Ol) treffen, liegen auf 
einer Regelfläche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie diese Gerade 
ist, deren Doppellinie aber zu ^o gehört und der ersteren entspricht. Ein 
Strahl f^ von -2*« schneidet alle Strahlen von -2*1, welche in der zu f"^ 
gehörigen Graden der Ebene (Ol) eintreffen. Man kann desshalb bei der 
ursprünglichen Construction von -S;, an Stelle der Büschel {Ad) und {Bß) 
irgend zwei andere Büschel setzen, welche zu ^i gehören und deren Mittel- 
punkte nicht in (Ol) liegen. Wir werden später von einer solchen Con- 
struction Gebrauch machen. 

Die Strahlen von -T^ und diejenigen von 2^ stehen in enger Be- 
ziehung zu einander, sie umhüllen dieselbe Brennfläche. Um dies zu zeigen, 
beweisen wir, dass die Strahlen von 2^ in ein System von Regeischaaren 
zweiter Ordnung sich zusammenfassen lassen, deren Leitschaaren das Strahlen- 
system ^1 bilden. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke folgende achf singulare Ebenen: 

(02) (03) (04) (05) 

(12) (13) (14) (15). 
Von diesen Ebenen gehen vier durch den Punkt (123) oder A; die vier 
andern durch (023) oder B; vier durch (135) oder C, die vier andern durch 
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(035) oder D; und schliesslich vier durch (125) oder F, die vier andern 
durch (025) oder E. Diese drei Punktenpaare bilden besondere Flächen 
der zweiten Classe, für welche die acht Ebenen Tangentialebenen sind. 
Die Ebenen sind desshalb acht associirte Ebenen und umhüllen eine doppelt 
unendliche Zahl von Flächen zweiter Classe. Aus diesen greifen wir in 
folgender Weise ein einfach unendliches System heraus. Wir verlangen, 
dass die Flächen durch einen der vier singulären Punkte von (Ol), etwa 
M gehen sollen, und wollen zeigen, dass die Flächen dann auch die drei an- 
deren Punkte NOP enthalten müssen. 

Durch M oder (012) ziehen wir in der Ebene (12) eine beliebige 
Gerade /^"^, welche der zu bestimmenden Fläche G^oi) angehören soll, wo- 
durch letztere bestimmt ist f^^ triflFt die drei Ebenen (03), (04), (05) in 

drei Punkten, welche der Reihe nach auf den Geraden DF, FA und AD 
liegen, und welche wir resp. mit den Punkten N, und P verbinden. 
Diese drei Strahlen gehören dem Strahlensystem JS^ an und bestimmen als 
Leitlinien die Fläche G(oi), welche auch die Gerade f^^ enthält. Die Gerade 
der Regelschaar von G^oi), welche durch P geht, liegt in der Ebene (15). 
Wir bringen, um dies zu beweisen, die durch JV und gehenden Leit- 
geraden zum Schnitt mit (15) und verbinden die so erhaltenen Punkte 
durch eine Gerade, welche durch P gehen muss. In der That dreht sich 
/^"^ um den Punkt M in (12), so erhalten wir zwei projectivische Strahlen- 
büschel mit den Mittelpunkten iV und bezüglich in den Ebenen (03) 
und (04), von welchen je zwei entsprechende Strahlen Leitgerade einer 
G(üi) sind. Die Büschel schneiden die Ebene (15) in projectivischen Punkt- 
reihen auf J5F und CF, welche ihren Schnittpunkt F, der auch in (12) liegt, 
entsprechend gemein haben, also in perspectivischer Lage sind. Das per- 
spectivische Centrum ist aber P; denn ziehen wir einmal durch M dicGerade 
w,,, so erhalten wir in den Büscheln N und die Strahlen Ui und Oi, in 
der Ebene (15) aber den Strahl j^u, welcher durch P geht. Das zweite 

Mal ziehen wir durch M die Gerade MA, welche für den Büschel die 
Gerade OA liefert. MA trifft ferner die Ebene (03) in dem Schnittpunkte 
der Geraden DF und NB und liefert desshalb in dem Büschel B die Gerade 



NB. NB aber trifft die Ebene (15) in dem Punkte B; OA dieselbe Ebene 

in dem Schnittpunkte von CF mit PB und die Verbindungsgerade dieser 
Punkte geht durch P. Die Ebene (15) schneidet desshalb die Regelfläche 

Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. 2 
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6(01) ^^ einer durch P gehenden Geraden und ist somit Tangentialebene der- 
selben. Ebenso zeigt man, dass die übrigen der genannten acht singu- 
lären Ebenen die Fläche G^oi) berühren und die Fläche die vier Punkte 
MNOP enthält. 

Wird der durch M gehende Strahl der Regelfläche G(oi) um diesen 
Punkt in der Ebene (12) gedreht, so erhält man durch die obige Con- 
struction ein System von Flächen der zweiten Ordnung. Irgend eine der- 
selben greifen wir heraus und bemerken, dass die durch M, N, 0, P resp. 
in den Ebenen (12), (13), (14), (15) liegenden Geraden derselben Regel- 
schaar angehören und zugleich dem Strahlensystem -21). Wir beweisen, dass 
von G(oi) die Geraden der ßegelschaar zu -2;,, dagegen die Geraden der 
Leitschaar zu 2^ gehören. 

Der Strahlenbüschel {Aa) bestimmt, da A nicht auf G^,,!) liegt, auf 
der Regelschaar eine Involution, welche durch diese auf die Schnittcurve 
l von G(o,) mit (Ol) übertragen wird. Das zu der Involution auf l gehörige 
Involutionscentrum ist der Schnittpunkt von pi mit Oi oder der Punkt Ai. 
Die Büschel (Aa) und Ai in (Ol) sind projectivisch zu einander, wenn wir 
diejenigen Strahlen derselben als entsprechende ansehen, welche dieselben 
Geraden der Regelschaar schneiden. Der Büschel {Aa) ist femer perspec- 
tivisch zur Geraden ö,„ und damit ist auch letztere projectivisch auf den 
Büschel Ai bezogen, und zwar erkennt man, dass den Strahlen AiP und AiO 
in Go die Punkte Po und 0« zugeordnet sind. Ebenso liefert der Büschel 
(Bß) auf derselben Regelschaar eine zweite Involution, welche auf l über- 
tragen in dem Schnittpunkte von «i mit mi oder Bi ihr Involutionscentrum 
hat. Der Büschel B^ ist dann gerade so wie oben projectivisch zu der 
Punktreihe bo in der Art, dass den Strahlen m^ und Ui von Bi die Punkte 
Mo und JVy entsprechen. 

' Zieht man den gemeinschaftlichen Strahl der Büschel (Aa) und {Bß)^ 
so trifft dieser (Ol) in S^. Er liefert auf l ein Punktenpaar, das beiden In- 
volutionen angehört, dessen Verbindungslinie die Gerade AiBi oder Si ist; 
diese entspricht in den beiden Büscheln Ai und ßi dem Schnittpunkte von 
Oü mit 6c). Man erkennt nun , dass die Büschel Ai und B^ auf ö,j und 6o in 
der Weise projectivisch bezogen sind, wie es auch durch die reciproke Be- 
ziehung in (Ol) geschieht, und hat folgendes Resultat. 

Ein Strahl /^"^ der Regelschaar G^^} schneidet die Ebene (Ol) in einem 
Punkte Li. Derselbe hat in der reciproken Beziehung als entsprechende 
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Gerade die Verbindungslinie der auf Oo und 60 befindlichen Punkte, welche 
durch diejenigen Strahlen der Büschel [Aa) und [Bß) ausgeschnitten werden, 
die auch 4j treffen; d. h. jeder Strahl der Regelschaar ist ein Strahl von 
^0- Ebenso schliesst man, dass jeder Strahl der Leitschaar von 6(ui) dem 
Strahlensysteme 2^ zugehört. 

Wir haben somit die Strahlen von 2^ und JS^ in die Regeischaaren 
resp. Leitschaaren eines Systems ton Flächen zweiten Grades gruppirt. Die 
Flächen gehen sämmtlich durch die vier Funkte MNO und F und haben acht 
gemeinsame Tangentialebenen. Durch jeden Funkt des Raumes gehen drei 
Flächen und jede Ebene wird von zweien berührt. Das Flächensystem enthält 
die drei Ebenenpaare: 

(45), (23) 

(36), (24) 

(34), (25) 
und eine Doppelebene (12). 

Die übrigen acht singulären Ebenen tangiren die Flächen. Die beiden 
Strahlensysteme S^ und S^ haben die Tangenten der Curve o in (Ol) und sonst 

noch die drei Strahlen AB, CD und EF gemeinsam. 

Man kommt mit Hülfe einer beliebigen der Flächen G^ui) zu einer 
allgemeineren Construction von -Ty, wenn die beiden Büschel (Aa) und {Bß) 
durch die Leitgeraden der Fläche ersetzt werden ; diese Construction ist aber 
nicht immer auf reellem Wege durchführbar. 

§.4. 

Die vier S tr ah lensy stem e JS^y £^, 2^, JS^. 

Wir legen durch den Punkt P in der Ebene (Ol) eine beliebige 
Gerade Ai und betrachten alle Strahlen von -2*0, welche in dieser Geraden 
eintreffen. Die zu diesen Strahlen gehörigen Geraden von (0) bilden einen 
Strahlenbüschel , dessen Mittelpunkt Ä» auf po liegt und welcher die Linie 
a in einer zu Aj perspectivischen Punktreihe schneidet, wenn die in der 
reciproken Beziehung von (Ol) einander entsprechenden Strahlen von H^ und 
Punkte von Ai der Beziehung zu Grunde gelegt werden. Die beiden Punkt- 
reihen projiciren wir von A aus durch projectivische Strahlenbüschel, deren 
entsprechende Elemente durch die Ebenen eines Büschels erster Ordnung 
verbunden werden, in welchen die gesuchten Strahlen von -2"^ liegen. Den 

2» 
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Büschel H^i bringen wir femer zum Schnitt mit der Geraden d und erhalten 
auch hier eine zu h^ perspectivische Punktreihe, Beide Punktreihen pro- 
jiciren wir von D aus, und es ergiebt sich gleichfalls ein Ebenenbüschel erster 
Ordnung, welcher die Strahlen von -2*0 projicirt und der projectivisch zu 
dem ersten Ebenenbüschel ist, wenn diejenigen Elemente einander zuge- 
wiesen werden, welche denselben Strahl von -2*0 enthalten. Die beiden 
Ebenenbüschel erzeugen desshalb eine Regelfläche G(05) zweiter Ordnung, 
deren Regelschaar zu 2o gehört; sie enthält die vier Punkte: 

P, D, A, E oder (051), (052), (053), (054) 
und wird von den acht Ebenen: 

(Ol), (02), (03), (04) 
(51), (52), (53), (54) 

in Geraden geschnitten, also berührt 

G((«5) schneidet die Ebene (Ol) in der durch P gezogenen Geraden 
und der Tangente, welche von JJy an den Kegelschnitt a gelegt werden kann. 

Wird Ai um P bewegt, so erhält man ein Flächensystem , das die- 
selben Eigenschaften besitzt, wie die Flächen G^^y^ es enthält die drei 

Ebenenpaare : 

(23), (14) 

(24), (31) 

(21), (34) 
und eine Doppelebene (05). 

Die Leitstrahlen der Flächen G(05) liefern desshalb ein Strahlen- 
system -2*5 dritter Ordnung und zweiter Classe, das mit -2;, dieselbe Brenn- 
fläche besitzt. Da von einem Punkte der Ebene (Ol) zwei Tangenten an 
o gelegt werden können, so gehen durch ihn zwei Strahlen von -2*5. 

Die drei Ebenenpaare des Flächensystems G^os) liefern uns zugleich 

sechs Strahlenbüschel erster Ordnung von 2^^ welche wir hier anführen 

wollen: 

in (23) den Büschel (235) oder 



- (14) - 


- (145) - 


B 


- (24) - 


(245) - 


N 


- (13) - 


- (135) - 


C 


- (12) - 


- (125) - 


F 


- (34) - 


(345) - 


M. 
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Da alle G(o5) durch die Punkte PEDA gehen und von den Ebenen (Ol), 
(02), (03), (04) berührt werden, so enthält 2^ noch die Büschel erster 
Ordnung : 

in (Ol) den Büschel (015) oder P 

- (02) - - (025) - E 

- (03) - - (035) - D 
. (04) - - (045) - A. 

Ganz in derselben Weise könnte man aus -5^ ein Strahlensystem -2*5 er- 
halten, indem man die Regelschaar von JS^ betrachtet, welche die Ebene 
(Ol) in einer durch P gehenden Geraden schneidet. Die Leitschaar einer 
solchen Regelschaar wird einem System -2*5 angehören. Wir wollen zeigen, 
dass JS's und ^5 übereinstimmen. 

Zieht man durch P in (Ol) irgend eine Gerade A, bringt dann 
dieselbe zum Schnitt mit den Linien b, c, f und verbindet diese Punkte 
bezüglich mit Ay D, E, so erhält man drei Gerade, welche als Leitlinien 
eine Regelschaar G(,ö) bestimmen, die zu JSs gehört. Zieht man femer 
durch P irgend eine zweite Gerade il, und projicirt die Schnittpunkte der- 
selben mit den Linien 6, c, f von den Punkten B, C, F aus, so erhält 
man drei Gerade, die als Leitlinien eine Regelschaar G^is) bestimmen, welche 
zu -2*5 gehört. 

Die Strahlen, welche von A und B 

D C 

' E ' F 

gezogen wurden , kreuzen sich in drei Punkten , welche, wie wir beweisen 
werden, in einer Geraden liegen, die desshalb beiden Leitschaaren G(05) 
und G(i5.) und somit, auch den Systemen -2*5 und -S*5 angehört. Es wäre 
dann der Nachweis erbracht, dass -2*5 und -2*5 identisch sind. 

Irgend ein Strahl auf G((j5), der zu 2s gehört, schneidet die drei Ebenen 
(25), (35), (45) in drei Punkten, die wir bezüglich von F, C, B projiciren. 
Die so erhaltenen Strahlen treffen die Ebene (Ol) in drei Punkten, welche 
auf einer durch P gehenden Geraden liegen müssen. Wir haben nur nöthig, 
für drei Strahlen von 6(05) den Nachweis dieser Behauptung zu führen. 
Der durch A gehende Strahl von 0^^^) liegt in der Ebene (04) und trifft 

desshalb die Ebenen (25) und (35) in Punkten, die resp. auf OF und OC 
liegen, und welche von F resp. C aus projicirt beide den Punkt in (Ol) 
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liefern. Derselbe Strahl von G((ß) triflFt aber (45) in A, welcher Punkt 

von B aus projicirt den Punkt S in (Ol) giebt. Die Gerade SO geht 
aber durch P. Wenn man femer noch die D und E enthaltenden 
Strahlen von G(,j5) betrachtet, so findet man ebenso zwei durch P gehende 
Strahlen, und unsere Behauptung, dass ^5 und ^s identisch sind, ist erwiesen. 

Setzt man an Stelle von P irgend einen andern der singulären Punkte 
von (Ol), so erhält man noch drei andere Strahlensysteme, die mit 2^ und 
-2i zu Flächen zweiter Ordnung gruppirt werden können. 

Jedes dieser Systeme kann nach der einfachen Art in §. 1 construirt 
werden^ und je sstoei derselben stehen in der Beziehung ssu einander, wie ^0 
und ^1. 

Wir betrachten das Flächensystem 6((«) in Zusammenhang mit der 
Ebene (05), auf welcher es einen durch die vier Punkte P, -4, D, jE? ge- 
henden Curvenbüschel ausschneidet Der Strahlenbttschel in (23), welcher 
zu ^5 gehört, bestimmt auf einer Fläche 6(05) eine Involution der Strahlen 
von -2*0. Diese Regelschaar überträgt die 'Involution auf die Schnittcurven 
von (05) mit G^^y Das Involutionscentrum ist Mittelpunkt eines Büschels, 

der projectivisch ist zu der Punktreihe PA^ia welcher der Büschel die 
Ebene (05) schneidet, wenn diejenigen Elemente der Gebilde einander zu- 
gewiesen werden, die sich durch dasselbe Paar der Regelschaar ergeben. 

Auf derselben Fläche Gq^^ wird in analoger Weise durch den Büschel 
B in (14) eine zweite Involution erzeugt, die auf (05) übertragen einen zu 

der Punktreihe DF projectivischen Büschel liefert. Die beiden in (05) 
befindlichen Büschel haben einen geipeinsamen Strahl, welcher dem Schnitt- 
punkte der Geraden DF und PA jedesmal entspricht. Die Büschel der 
Ebene (05) und ihre Beziehungen zu den Punktreihen ergeben sich durch 
jede Fläche G(05) in derselben Weise; denn der Schnittgeraden der Ebenen 
(05) und (Ol), welche dem ersten Büschel angehört, entspricht immer der 
Punkt P, weil (Ol) die Fläche G(ü5) berührt und desshalb die beiden Gq^s) 
angehörenden Strahlen von -S*ü , die von P getroffen werden, in der Schnitt- 
geraden einmünden. Ebenso folgt, dass den Punkten D, A, E jedesmal 
dieselben Geraden von (05) entsprechen. 

In (05) sind nun zwei reciproke ebene Systeme bestimint, wenn 
wir die Büschel zu dem einen, die ihnen projectivischen Punktreihen zu 
dem andern Systeme rechnen. Femer h&ben wir zwei Strahlenbüschel 
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in (23) und B in (14), welche einen gemeinsamen Strahl besitzen. Es 
geht aus der obigen Entwickelung hervor, dass das System -S*ü unter Zu- 
httlfenahme dieser Gebilde ebenso construirbar ist, wie es in §. 1 angegeben 
wurde, und dasselbe gilt für 2^. 

Man könnte nun von der Ebene (05) ausgehend weiter zu neuen 
Strahlensystemen kommen, die aber, wie man leicht erkennt, übereinstimmen 
müssen mit JS^JS^S^^^^ denn die Ebene (05) ist Tangentialebene für alle 
Flächensysteme G(oi) G(02) G(03) G(ü4). 

Wir sprechen nun die Resultate in folgenden Sätzen aus: 

Die sechs Sirahlensysteme ^„(a = 0, 1, 2, 3, 4, 5) haben dieselbe 
Brenn fläche y dieselben sechzehn singulären Ebenen und zehn singulären 
Punkte. 

Das System 2^ hat in allen Ebenen ^ in deren Bezeichnung a selbst 
auftritt, Strahlenbüschel zweiler Ordnung, in allen übrigen Büschel erster 
Ordnung, deren Mittelpunkte Bezeichnungen tragen, die aus a und der Be- 
zeichnung der Ebene zusammengesetzt sind. 

Je zwei Systeme 2^ und 2ß haben den Büschel zweiler Ordnung 
in der Ebene (a/9) und ausserdem noch drei Strahlen mit einander gemein. 
Sie lassen sich zusammenfassen in ein System ton Flächen zweiter Ordnung 
G^„ß), das drei Ebenenpaare enthält und zwar diejenigen sechs Ebenen, deren 
Bezeichnungen weder a noch ß tragen, (a/3) selbst ist die dem Flächen- 
Systeme angehörende Doppelebene. Das Flächensystem schneidet {a ß) in einem 
Cureenbüschel, dessen Grundpunkte die vier in {aß) liegenden singulären Punkte 
sind. Die übrigen acht singulären Ebenen tangiren alle G^^ßy 

Durch jeden Punkt gehen 45 solcher Flächen, und jede Ebene wird 
von 30 derselben berührt. 

Jedes der sechs Strahlensysteme lässt sich auf fünffache Weise durch 
eine Regelschaar zweiten Grades beschreiben. 

Die in §. 1 gegebene Construction für ^, ist für jedes andere System 
in derselben Weise zulässig, und zwar können die reciproken ebenen Systeme 
in fünf verschiedenen Ebenen angenommen werden, nämlich in allen, welche 
einen Büschel zweiter Ordnung des Strahlensystems enthalten. Zwei solcher 
Ebenen sind durch das betreffende Slrahlensysteni eindeutig auf einander be- 
zogen, und zwar ergiebt sich zwischen ihnen eine geometrische Verwandtschaft 
des zweiten Grades. 
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§.5. 

Die Brennfläche der Strahlensysteme. 

Die sechs Strahlensysteme lassen sich zu je zweien in Systeme von 
Regelflächen gruppiren. Es werden desshalb alle diese Systeme dieselbe 
Brennfläche umhüllen. Jede Regelfläche wird von einer unendlich benach- 
barten desselben Systems geschnitten in einer Raumcurve der vierten Ord- 
nung, längs welcher die Berührung mit der Brennfläche stattfindet Letztere 
hat die Eigenschaft, dass für jeden ihrer Punkte zwei der durch dieselben 
gehenden Strahlen jedes der Strahlensysteme zusammenfallen, und dass in 
jeder ihrer Tangentialebenen die beiden in ihr liegenden Strahlen sich ver- 
einigen. Wir sind nun im Stande, die Tangentialebenen und die Punkte der 
Brennfläche zu construiren. 

Man betrachte einen beliebigen Strahl P^ von -2*0; alle Strahlen von 
-2*1, welche ihn schneiden, bilden zwei Regelflächen, eine zweiter Ordnung, 
die (Ol) in einem Kegelschnitt trifft, und eine dritter Ordnung, die (Ol) in 
einer Geraden schneidet In jeder durch Z^**^ gelegten Ebene befinden sich 
zwei Strahlen von -^i, welche diesen verschiedenen Flächen angehören ; eine 
Ausnahme bilden nur die beiden Ebenen, welche durch die Schnittpunkte 
des soeben bezeichneten Kegelschnitts mit der Geraden gehen. Jede dieser 
Ebenen hat die Eigenschaft, nur einen Strahl von -2^, aber auch nur einen 
von -2'ü zu enthalten, wie man leicht einsieht, wenn man einer Ebene eine 
Drehung um einen Strahl von -S*i ertheilt. Eine solche Ebene besitzt desshalb, 
da an Stelle von JS^ jedes andere Strahlensystem treten kann, von jedem 
der Systeme nur einen Strahl. Aber diese sechs Strahlen gehen auch sämmt- 
lich durch einen Punkt. Denn betrachtet man den Schnittpunkt zweier 
solcher Strahlen von JS^y und -S*i, so ist er der Ebene in der Art zugeordnet, 
dass zwei der durch ihn gehenden Strahlen von JSq sich in einem Strahle 
der Ebene vereinigen; dasselbe gilt fllr die beiden Strahlen von -S*j, und 
da an Stelle des letzteren Systems wieder die übrigen treten können, auch 
für alle Systeme. 

Der Punkt gehört der Brennfläche an, und die Ebene ist die zuge- 
hörige Tangentialebene. Die dreissig Flächen G(a/S), welche diese Ebene 
berühren, fallen zu je zweien zusammen und haben alle den nämlichen Be- 
rührungspunkt. Von den 45 Flächen G^aß)^ welche durch den Punkt gehen, 
fallen 30 paarweise zusammen und haben dieselbe Berührungsebene. 
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Da durch den Strahl IS^^ von ^o siwei solcher Ebenen gehen , so ist 
/^^'^ und jeder Strahl irgend eines der Systeme Doppeltangente der Brennfläche 
und man schliesst, dass letztere von der vierten Classe ist. 

Auf dem Strahle /^"^ liegen nun noch zwei andere Punkte der Brenn- 
fläche. Man bemerke nämlich, dass ^^^ die Doppelgerade einer Regelfläche 
dritter Ordnung ist, welche durch Strahlen von ^i gebildet wird; durch jeden 
Punkt von /^'^ gehen im allgemeinen zwei Strahlen dieser Regelfläche, die, 
von /^"^ aus projicirt, die Paare eines involutorischen Ebenenbüschels liefern. 
Die Strahlen von ^i in den Ordnungselementen dieser Involution sind je 
zwei zusammenfallende Strahlen fllr die Punkte von l^^^, in denen sie ein- 
treffen. Die Ebenen, welche diese Strahlen mit der einfachen Leitgeraden 
der Regelfläche verbinden, die also nicht durch /^"^ gehen, sind die zugehörigen 
Tangentialebenen der Brennfläche; f^ berührt also in diesen Punkten die 
Brennfläche nicht. Da /^''^ in zwei Punkten berührt und in zweien die Fläche 
schneidet, so schliesst man, dass die Brennfläche von der sechsten Ordnung ist. 

Alle vier auf /^"^ liegenden Punkte sind nach §. 1 mittelst Cirkels und 
Lineals construirbar. 

Wendet man die angegebene Construction auf die Strahlen in den 
singulären Ebenen an, so erkennt man, dass jede derselben die Brenn- 
fläche in einer Curve zweiter Ordnung (der Einhüllenden der in der Ebene 
liegenden Strahlen der Systeme) schneidet und in einem anderen Kegelschnitte, 
der durch die singulären Punkte der Ebene geht, berührt. Die beiden Curven 
bestimmen die reciproke Beziehung in der Ebene, welche wir zur Construc- 
tion der Strahlensysteme verwenden können, der Art, dass die erste Curve 
der Ort aller Geraden ist, deren entsprechende Punkte auf ihnen liegen, und 
die zweite Curve der Ort dieser Punkte selbst ist; die beiden Kegelschnitte 
berühren einander in zwei Punkten. 

Ferner findet man für jeden singulären Punkt unendlich viele Tan- 
gentialebenen, welche einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen und zu welchen 
die sechs daselbst zusammenstossenden singulären Ebenen gehören. Die 
singulären Punkte sind demnach Knotenpunkte der Brennfläche. 

Lässt man den Punkt Lj, in welchem /^"^ die Ebene (Ol) trifft, auf 
einem Kegelschnitt des Büschels {M, N, 0, P) sich bewegen, so beschreibt 
die zugehörige Gerade /ij einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung, welcher 
vier Tangenten an den Kegelschnitt schickt, zu denen wieder vier Punkte 
Li gehören. Die durch diese Punkte gehenden Strahlen von -T^ haben jeder 
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yier nnendlich nahe Punkte mit der Brennfläche gemein. Man findet den 
Ort aller solchen Punkte Li durch die Schnitte entsprechender Curven eines 
Büschels und einer zu ihm projectivischen Schaar von Curven zweiter Classe, 
welche vier gemeinsame Tangenten haben. Der Ort von Li ist eine Curve 
der sechsten Ordnung, welche in den vier Punkten M, N, 0, P Doppel- 
punkte hat und ausserdem die sechs Verbindungslinien derselben noch ein- 
mal berührt. Die Curve scheidet die Punkte von (Ol) in zwei Bereiche; 
die in dem einen Bereich eintreffenden Strahlen von ^u haben mit der Brenn- 
flftche reelle Berührungspunkte, die anderen conjugirt imaginäre. 



§.6. 
Die ReyeBche Gonstruction'^). 

Wir betrachten zunächst eine Fläche G^^ß) und suchen die zu den 
Strahlen dieser Fläche gehörigen Linien in den Ebenen (Oa) und (0/?). 
Diese Ebenen schneiden einander in einer Geraden, welche durch den Punkt 
(Oa/3) geht, und diese wird von G^aß) ausser in (Oa/3) noch in einem zweiten 
Punkte getroffen, durch welchen die in (Oa) und (0/3) liegenden zu der 
Regelschaar resp. Leitschaar gehörenden Geraden gehen, wie es in §. 4 
auseinander gesetzt wurde. 

Ein Strahl von 2„ und einer ton ^^, welche beide auf einer G^^ß) liegen^ 
haben in (Oa) und {Oß) zugehörige Linien, die auf der Schnittgeraden dieser 
Ebenen zusammenstossen. 

Einem der Strahlensysteme, hier -2"^, ertheilen wir nun eine besondere 
Stellung und suchen zu den Strahlen der übrigen Systeme diejenigen Linien 
auf, welche ihnen in den Ebenen (Oa) (a=l, 2, 3, 4, 5) zugehören. In 
einer ganz beliebigen Ebene des Raumes liegen von den fünf Systemen zehn 
Strahlen. -S*„ und -T^ liefern je zwei; es kann aber eine Linie von 2„ nur 
mit einer von -2*^ auf einer Fläche G^aß) liegen, mit der anderen wird sie 
eine Regelfläche dritter Ordnung bestimmen. Die auf einer G(„^) liegenden 
Linien von -2; und -2*^ der Ebene haben in (Oa) und (0^) zugehörige Linien, 
welche sich schneiden. Die zehn Strahlen der beliebigen Ebene haben desshalb 
in den fünf Ebenen (0 a) zugehörige Linien, welche sich paarweise schneiden 



*) Vgl. Reye a. a. 0. Das hier erhaltene Flächennetz ist reciprok zu dem, welches 
Herr Reye verwendet. 
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und desshalb eine Fläche zweiter Ordnung F2 bestimmen, welche die fünf 
Ebenen (Oa) als Tangentialebenen besitzt. 

Zu jeder Ebene des Raumes gehört in dieser Weise eine Fläche 
der zweiten Ordnung Fj, welche von der Ebene berührt wird. Beide schneiden 
sich in den zwei zu -2;, gehörenden Strahlen; denn zu einem Strahle 
/^"^ von 2^ gehört in (Oa) eine Linie, die von denjenigen /^"^ treflfenden 
Strahlen des Systems -2*0 geschnitten wird, welche auf einer Fläche dritter 
Ordnung liegen, deren Doppelgerade /^"^ ist Es haben demnach die in 
der Ebene liegenden Strahlen von -Tg je fünf Punkte mit Fj gemein und 
liegen desshalb auf F,. 

Bewegt sich die Ebene um eine Gerade, so werden die beiden in 
ihr liegenden Strahlen von -2*^ die Ebene (Oa) stets in zwei Punkten 
treffen, deren Verbindungslinien einen Strahlenbüschel erster Ordnung 
bilden. In der reciproken Beziehung in (Oa) erhalten wir daher als Ort 
der Schnittpunkte der zu den Strahlen gehörigen Linien eine gerade 
Punktreihe. 

Daher: Die Berührungspunkte der den Ebenen eines Büschels ent- 
sprechenden Fj mit den festen Tangentialebenen beschreiben gerade Linien; 
oder F2 beschreibt eine Flächenschaar. 

Dreht sich die Ebene um einen Punkt, so erhalten wir einfach unend- 
lich viele Flächenschaaren , von welchen je zwei eine gemeinschaftliche 
Fläche haben. Fj beschreibt eine Schaar-Schaar. 

Man erkennt hiemach, dass alle Flächen F, ein Netz bilden, welches 
fünf feste Tangentialebenen besitzt. Dieses Netz ist projectivisch bezogen auf 
alle Ebenen des Raumes, und jede Fläche wird ton der ihr entsprechenden 
Ebene berührt. 

Hauptstrahlen des Netzes sind zunächst alle Linien der Ebenen (Oa), 
welchen in der projectieischen Verwandtschaft die Strahlensysteme 2^ entsprechen. 

Ausserdem sind noch alle Strahlen von ^0 Hauptstrahlen des Netzes 
und entsprechen sich selbst. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei Strahlen eon 2^, welche 
drei Ebenen bestimmen, die mit den fünf festen Ebenen (Oa) acht asaodirte 
Ef^enen bilden. 

Alle Ebenen, welche Strahlen von 2^^ verbinden, die in Punkten einer 
beliebigen Ebene zusammentreffen, umhüllen eine F^. 

Ist F2 eine besondere Fläche, welche aus einem doppelt zählenden 

3* 
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Kegelschnitt resp. der doppelt zählenden Ebene desselben besteht, so berührt 
F2 bekanntlich die Kemfläche des Netzes. Die entsprechende Ebene hat 
mit dieser Fläche einen zweimal zählenden Strahl von ^u gemein, und in 
der Ebene liegt kein weiterer Strahl dieses Systemes. 

Die Doppelebenen des Netzes entsprechen den Tangentialebenen der 
Brennfläche eindeutig, und diese ist dadurch auf die Kemfläche abgebildet. 

Die Tangentialebenen der letzteren, die auch von der vierten Classe 
ist, können nach §. 5 construirt werden, worauf aber nicht näher eingegangen 
werden soll. 

Die sechs Strahlensysteme ^„(a = 0, 1, 2, 3, 4, 5) sind die Haupt- 
strahlen eon sechs verschiedenen Flächennetzen, von welchen jedes fünf feste 
Tangentialebenen besitzt. 

Den zehn Punktepaaren eines Netzes entsprechen stets die zehn nickt 
das Netz berührenden singulären Ebenen der Brennfläche. 

Jedes Punktepaar enthält einen Punkt, welcher mit einem singulären 
Punkte der Brennfläche zusammenfällt. 

Betrachten wir nämlich das aus -S*ü hervorgehende Netz. Die 
drei Ebenen (Ol), (02), (03) schneiden sich in einem Punkte, der zu einem 
Punktepaare gehört; der zweite Punkt des Paares liegt auf der Schnitt- 
geraden von (04) und (05). Dem Paare entspricht eine durch den zweiten 
Punkt gehende Ebene, die alle Strahlen von -2; enthält, welche den durch 
den ersten Punkt gehenden in (Ol) liegenden Geraden zugehören. Diese 
Strahlen von -T, liegen aber in der Ebene {bA) oder (45) und bilden da- 
selbst einen Büschel mit dem Mittelpunkte B. Die drei Ebenen (04), (05), (45) 
schneiden einander aber in (045) oder A, welcher Punkt mit dem Schnitt- 
punkte der Ebenen (Ol), (02), (03) ein Punktepaar des Netzes bildet. Ebenso 
findet man, dass die Punkte: 

M oder (012) und der Schnittpunkt von (03), (04j, (05) 

JV - (013) - - - - (02), (04), (05) 

. (014) - - ... (02), (03), (05) 

P - (015) - - - - (02), (03), (04) etc. 

Punktepaare des Netzes bilden. 

Wir können nun zeigen, dass jedes Flächennetz mit fünf festen Tan- 
gentialebenen eine Construction seiner Hauptstrahlen zulässt, wie sie für das 
Strahlensystem So gegeben worden ist. 
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Das Netz ist vollständig bestimmt durch vier seiner Punktepaare. 
Wir greifen vier heraus, und zwar solche, deren Punkte (welche nicht in 
den Schnittpunkten dreier Ebenen liegen) sich in einer der festen Ebenen 
befinden. Diese Punkte bezeichnen wir mit M, N, 0, P; die Ebene mit 
(Ol); die durch M, JV, 0, P gehenden festen Tangentialebenen nennen wir 
(02), (03), (04), (05) und bestimmen nun in (Ol) eine reciproke Verwandt- 
schaft der Art, dass dem Punkte 

M die Schnittgerade von (Ol), (02) 

iV - - - (Ol), (03) 

- . - (Ol), (04) 

P . - - (Ol), (05) 

entspricht. Wir construiren ferner die Punkte A und B, indem wir durch 

den Diagonalpunkt MN OP die Gerade legen, welche die Schnittlinie der 
Ebenen (04) und (05) und gleichzeitig die der Ebenen (02) und (03) triffi; 
auf der ersten Geraden erhält man so den Punkt A, auf der zweiten den 
Punkt B. Nun mache man die Construction von JS^ nach §. 1 und man 
wird die Hauptstrahlen des Flächennetzes erhalten. 



§.7. 
Specialfälle. 

Von den mannichfachen Specialisirungen der Strahlensysteme will 
ich nur zwei anführen, welche besonderes Interesse bieten. Ich schliesse 
wieder an die in §. 1 gegebene Construction an. 

Das reciproke System in der Ebene (Ol) sei ein Polarsystem; die 
beiden Strahlenbüschel A und B seien wie früher der Art angenommen, 
dass sie einen gemeinschaftlichen Strahl haben. Das System ^o steht dann 
in enger Beziehung zu einem Strahlencomplex zweiten Grades, Plücker*) 
hat in Bezug auf einen solchen Complex jeder Geraden des Raumes eine 
Polare zugeordnet. Bewegt sich die Gerade in einer Ebene (Ol), so be- 
schreibt die Polare ein Strahlensystem -2"^. Die singulären Punkte des 

Strahlensystems liegen so, dass die Geraden AB, CD, EF in einem Punkte 
K zusammentreffen, welcher durch die mit ihm auf einer Geraden liegenden 
singulären Punkte von der Ebene (Ol) harmonisch getrennt ist. Der Punkt 



*) Plücker, Neue Geometrie des Raumes. Leipzig 1868. S. 319. 
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K ist nach Plücker der Pol der Ebene (Ol) in Bezug auf den Complex. 
Das Strahlensystem 2^ geht aus -S*« durch eine involutorisch-collineare Be- 
ziehung zweier räumlichen Systeme hervor; das Involutionscentrum ist 
der Punkt Ä', die Involutionsebene (Ol). Das Strahlensystem -2*1 hat für 
den Complex zweiten Grades die Bedeutung, dass es alle Polaraxen der 
Ebene (Ol) in Bezug auf die Complexkegel enthält, deren Mittelpunkte 
dieser Ebene angehören. 

Durch die coUineare Verwandtschaft, die zwischen -2;, und -S*i besteht, 
gehen die übrigen Strahlensysteme JSi, J?,, -2*4, -2*5 jedes in sich selbst über. 

Die vier Punkte if, JV, 0, P liefern ein Polardreieck der Ordnungs- 
curve des in (Ol) befindlichen Polarsystems. Jeder Eckpunkt des Dreiecks 
kann als Involutionscentrum, die Ebene, welche die anderen Eckpunkte 
mit K verbindet, zur Involutionsebene zweier coUinearen räumlichen Systeme 
gewählt werden; es geht dann wieder ^u i^ ^i und die anderen Strahlen- 
systeme paarweise in einander über. 

Für alle Regelflächen, welche -2*0 und -2*1 verbinden, giebt es ein 
gemeinschaftliches Polartetraeder. 

Die Brennfläche der Strahlensysteme hat in der Ordnungscuree des 
Polarsystems in (Ol) eine Cuspidalkante. 

Eine weitere Specialisirung erhält man, wenn die vier Punkte Jlf, 
Ny Oy P vier harmonische Punkte der Ordnungscurve des Polarsystems 
werden. Dann erhält die Brennfläche drei Cuspidalkanten in den Ebenen 
(Ol), (45), (23), und die sechs Strahlensysteme sind dadurch paarweise 
geordnet Zwei Systeme eines Paares haben die Beziehung zu einander, 
welche bei dem ersten Specialfall zwischen -2*0 und -2^ gefunden wurde. 
Die drei Cuspidalkanten liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung, und es 
bleiben nur vier eigentliche Knotenpunkte der Brennfläche übrig, welche 
in einer Ebene liegen. Die Gleichung der Brennfläche nimmt die einfache 
Form 4:{x^+y'+z'-ry-21z\x''^yy = an. 

Aachen im Juli 1880. 
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Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekrümmten 
Flächen, welche die Eigenschaft haben, dass die von 
ihnen ausgehenden geodätischen Linien nie aufhören, 

kürzeste Linien zu sein. 

(Hierzu Taf. I Fig. 2.) 

(Von Herrn Hans o. Mangoldt in Freibarg in Baden.) 



In C. G. J. Jacobi^ „Vorlesungen über Dynamik", herausgegeben 
von Clebsch (Berlin, G. Reimer, 1866), findet sich auf pag. 46 folgende Stelle : 

„Wenn man von einem Punkt einer Oberfläche nach allen Rich- 
tungen kürzeste Linien zieht, so können zwei Fälle eintreten: zwei unendlich 
nahe kürzeste Linien laufen entweder fortwährend neben einander, ohne 
sich zu schneiden, oder sie schneiden sich wiederum, und alsdann bildet 
die Continuität aller Durchschnittspunkte ihre einhüllende Curve. Im ersten 
Fall hören die kürzesten Linien nie auf kürzeste zu sein, im zweiten sind sie 
es nur bis zum Berührungspunkte mit der einhüllenden Curve. 

Das Erstere findet, wie sich von selbst versteht, bei allen deve- 
loppabeln Flächen statt, denn in der Ebene schneiden sich die durch 
einen Punkt gehenden Geraden nie wieder; femer findet es auch, wie ich 
gefunden habe, bei allen concav-convexen Flächen statt, d. h. bei denjenigen, 
in welchen zwei auf einander senkrechte Normalschnitte ihre Krümmungs- 
halbmesser nach entgegengesetzten Seiten haben, z. B. bei dem einschaligen 
Hyperboloid und bei dem hyperbolischen Paraboloid. Hiermit soll übrigens 
nicht gesagt sein, dass es nicht auch concav-concave Flächen geben könnte, 
welche in diese Kategorie gehören, wenigstens ist die Unmöglichkeit hiervon 
nicht bewiesen. Ein Beispiel der zweiten Art giebt das Revolutions- 
ellipsoid." 

Die hier aufgeworfenen Fragen, auf deren Behandlung Jacobi selbst 
nirgends weiter eingegangen ist, sind bereits mehrfach Gegenstand der Be- 
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trachtung gewesen.*) Dabei sind namentlich verschiedene Beweise des 
Satzes gefanden worden, dass auf einer negalie gekrümmten Fläche zwei 
unendlich nahe benachbarte geodätische Linien, welche von einem Punkte 
ausgehen, sich nicht wieder schneiden. Aber für Flächen posilieen Krüm- 
mungsmasses scheint mir das angegebene Problem noch nicht vollständig 
erledigt zu sein. 

In der vorliegenden Arbeit sollen daher diese letzteren nach einer 
kurzen Zusammenstellung der Beweise des Satzes für negativ gekrümmte 
Flächen den Hauptgegenstand der Betrachtung bilden. Die dabei gewonnenen 
Resultate sind in Kürze folgende: die vom Scheitel eines Rotations-Para- 
boloids, oder zweischaligen Rotations-Hyperboloids ausgehenden Meridiane 
bilden ein erstes Beispiel von geodätischen Linien auf positiv gekrümmten 
Flächen, welche von einem Punkte ausgehen, ohne sich wieder zu treffen. 
Dieses Beispiel führt dazu , auf jeder Fläche zwei verschiedene Arten von 
Punkten zu unterscheiden: Erstens solche, die so beschaffen sind, dass unter 
den von ihnen ausgehenden geodätischen Linien zwei unendlich nahe benach- 
barte sich niemals schneiden, und zweitens solche, bei denen unter den von 
ihnen ausgehenden geodätischen Linien wenigstens einige vorkommen, welche 
von den unendlich nahe benachbarten geschnitten werden. Zur Abkürzung 
bezeichnen wir diese Punkte resp. als Punkte erster und zweiter Art 

Beschränkt man nun die Betrachtung auf Flächen, welche von Sin- 
gularitäten frei sind, so zeigt sich zunächst, dass eine durchweg positiv 
gekrümmte Fläche überhaupt nur dann Punkte erster Art enthalten kann, 
wenn ihre curvatura integra nicht grösser ist, als die halbe Einheits-Kugel, 
d. h. wenn die Fläche offen ist, wie z. B. ein elliptisches Paraboloid, oder 
die eine Schale eines zweischaligen Hyperboloids. Aber auch wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, können unmöglich alle Punkte von der ersten Art 
sein; die Punkte erster Art erfüllen vielmehr stets nur einen endlichen 



*) Man vergleiche: Christo/fei, „Allgemeine Theorie der geodätischen Dreiecke", 
Abhandlungen der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1868, pag. 151 — 153. — W. Thom- 
son und P. G. Tait, Handbuch der theoretischen Physik, deutsche Uebersetzung von 
Dr. H. Heimholte und G, Wertheim, I. Bd. 1. Theil, pag. 324. — Die Dissertation des 
Herrn Dr. A. v, Braunmühl, „Ueber geodätische Linien auf Rotationsflächen und jene 
Einhüllenden derselben, welche von allen durch einen Funkt gehenden kürzesten 
Linien gebildet werden", München (1878), von welcher ein mehrere Zusätze enthal- 
tender Auszug in den Math. Annalen, Bd. XIV, pag. 557 f. erschienen ist. — Endlich 
0. Bonnet, „Sur quelques propri^t^s des lignes g^od^siques", Comptes rendus de TAc. 
des Sciences T. 40, pag. 1311—1313. 
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Theil der Fläche, der aus einem, oder mehreren zusammenhängenden Stücken 
bestehen kann, während der Rest nur Punkte zweiter Art enthält. — 
Schliesslich wird für die hier in Betracht kommenden Flächen zweiten 
Grades die Gestalt der Curve untersucht, welche die Bereiche der Punkte 
erster und zweiter Art von einander scheidet. Auf dem zweischaligen Hyper- 
boloid besitzt diese eine lemniscatenartige Gestalt. Das Gebiet der Punkte 
erster Art ist nämlich bei dem Rotations-Hyperboloid ein den Scheitel ent- 
haltendes Flächenstück, welches von einem Parallelkreis begrenzt wird. 
Und lässt man das Rotations-Hyperboloid dadurch in ein dreiaxiges Hyper- 
boloid übergehen, dass man die eine der beiden gleichen Axen verkleinert, 
so schnürt sich der Bereich der Punkte erster Art in der Umgebung des 
Scheitels zusammen, bis er zuletzt in zwei getrennte Flächentheile zerfällt^ 
welche nur noch die Nabelpunkte umgeben. — Auf den Paraboloiden endlich 
giebt es nur einzelne discrete Punkte erster Art, und zwar sind dies auf 
dem Rotations-Paraboloid der Scheitel und auf dem elliptischen Paraboloid 
die beiden Nabelpunkte. 

I. 
Beweis des Jacobischen Satzes für Flächen negativen Erümmungsmasses. 

Es sei eine beliebige Fläche vorgelegt, über deren Krümmung wir 
zunächst noch nichts voraussetzen, und es sei A einer ihrer Punkte, in 
welchem sie keine Singularitäten besitzt, so dass man ihn zum Anfangs- 
punkt eines Systems geodätischer Polarcoordinaten nehmen kann. Man 
bezeichne mit u die Länge des geodätischen Bogens von A bis zu einem 
beliebigen Punkte B der Fläche und mit r den Winkel, den das erste Element 
dieses Bogens mit einer in der Tangentialebene des Punktes A willkürlich 
fixirten Richtung bildet. Ferner seien x, y, & die Coordinaten des Punktes 
B in einem dreiaxigen rechtwinkligen Coordinatensystem. Für die in der 
Nähe von A gelegenen Punkte der Fläche sind dann x, y, z analytische 

Functionen 

X = </)(fi, r); y = t/;(fi, c); ä =/(ii, t?) 

der beiden Grössen w, c, welche die beiden partiellen Differentialgleichungen 

(10 (|^)'+(^)V(-^)-= 1 

nnd 

' (2.) ^-.^.x.^.^+^.lx_ ^ 

^ ' du dv cu dv du dv 
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erflillen. Zur Abkürzung setzen wir 

mit der näheren Bestimmung, dass für die in der Nähe von A gelegenen 
Punkte der positive Werth der Wurzel genommen werden soll. Nach Gauss 
(Disq. gen. c. sup. curv. Werke, Bd. IV, pag. 244) ist dann für « = 

m = und ^ = 1 

bei beliebigem Werthe von e. 

Wir wollen uns nun die Fläche frei von allen solchen Singularitäten 
denken, welche eine Fortsetzung der geodätischen Linien unmöglich machen, 
d. h. analytisch ausgedrückt, wir nehmen an, dass die Functionen (p, % x 
für alle endlichen und reellen Werthe der Argumente u, e existiren und 
den Charakter ganzer Functionen besitzen. In Bezug auf das Argument t? 
sollen sie femer die Periode 27i haben. Wir fassen nun zwei benachbarte 
von A ausgehende geodätische Linien, welche den Werthen ©i und e^ + dv 
von f> entsprechen, näher ins Auge und nehmen an, dass diese Linien noch 
einen zweiten Schnittpunkt besitzen, dessen geodätische Entfernung von A 
sich bei unbegrenzter Abnahme von dv einer endlichen Grenze «i nähert. 
Soll dies der Fall sein, so müssen zwei innerhalb gewisser Grenzen con- 
vergente und zugleich mit dv verschwindende Potenzreihen r, s der Variabein 
rfr existiren, welche die folgenden drei Gleichungen gleichzeitig erflillen: 

i(p{ui+r, ©i) = (p{u,+s, t?i + rff?), 

(3.) jv^(tii + r, ©0 = ip{ui + s, t?i + rff?), 

ixi^i + r, t?i) = /(fii+Ä, Ci + rft?), 
oder 

Hierbei, so wie in dem zunächst Folgenden muss man sich in den partiellen 
Differentialquotienten -^, -~^ ... -J^- fliv u, v die Specialwerthe Wi, v^ 
substituirt denken. — Multiplicirt man diese drei Gleichungen resp. mit 
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-^, -^j -S- und addirt, so ergiebt sich in Folge der Gleichung (1.) 

d. h. die geodätischen Polar coordinaten Ui, f>i des Schnittpunktes zweier unend- 
lich nahe benachbarten geodätischen Linien y welche eon A ausgehen, müssen 
die Gleichung 

m = 
erfüllen. 

Nun besteht aber zwischen der Grösse m und dem KrUmmungsmass 
k der Fläche im Punkte u, e die Gleichung {Gauss, Disq. gen. etc. Werke, 
Bd. IV, pag. 244) 

-^+m.k = 0. 

Wenn wir daher zu unseren bisherigen Voraussetzungen noch die neue 
hinzufügen, dass auch die Function Ar für alle endlichen reellen Werth- 
sjsteme u, e den Charakter einer ganzen Function besitzt und beständig 

negativ bleibt, so müssen m und -k-t stets dasselbe Zeichen haben. Für 

kleine Werthe von u ist aber m, also auch -g-r positiv. Also nimmt -^ 

von dem Anfangswerth 1 ausgehend mit wachsendem u zu. Folglich wächst 
auch m mit wachsendem u, und zwar ist seine Zunahme eine beschleunigte; 
m bleibt daher auf der ganzen Fläche positiv und verschwindet nur für 
ti = 0. Also können zwei unendlich nahe benachbarte geodätische Linien, 
welche von A ausgehen, sich niemals wieder schneiden. Da A ein ganz 
beliebiger Punkt unserer Fläche war, so ist hiermit bewiesen, dass eine 
durchweg negativ gekrümmte Fläche nur Punkte erster Art enthalten kann. 

Dies ist der von Herrn Christoffel in der oben citirten Abhand- 
lung gegebene Beweis. Er zeigt nur, dass zwei unendlich nahe benachbarte 
von einem Punkt ausgehende geodätische Linien sich nicht wieder schneiden, 
lässt aber die Frage offen, ob vielleicht zwei geodätische Linien, welche 
unter einem Winkel von endlicher Grösse von einem ersten Schnittpunkt 
ausgehen, noch ein zweites Mal zusammentreffen können. Diese Frage 
wh'd durch den folgenden zweiten Beweis erledigt, der sich in dem Hand- 
buche von Thomson und Tait a. a. 0. angedeutet findet 

Nach einem bekannten Theorem von Gauss (Disq. gen. etc. Werke, 
Bd. IV, pag. 246) ist die curvatura integra eines endlichen, stetig gekrümm- 

4* 
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ten Flächenstücks, welches von n geodätischen Linien begrenzt wird, gleich 

dem Ueberschuss der Summe seiner Winkel über (2«— 4)-^, und zwar auch 

dem Zeichen nach. Auf einer Fläche negativer Krümmung können sich 
daher zwei unendlich nahe benachbarte geodätische Linien nicht wieder 
schneiden, denn sonst würden sie ein Zweieck bilden, welches eine negative 
curvatura integra, aber eine positive Winkelsumme besässe. Und schneiden 
sich zwei geodätische Linien unter einem Winkel von endlicher Grösse, so 
ist ein zweites Zusammentreffen nur in zwei Fällen möglich: Entweder, wenn 
die Fläche Punkte besitzt, wo das Krümmungsmass unendlich wird, oder 
zu existiren aufhört; oder, wenn die Fläche eine mehrfach zusammenhän- 
gende ist, wie z. B. ein einschaliges Hyperboloid. Dagegen können sich 
auf einer Fläche, wie z. B. dem hyperbolischen Paraboloide, welche in allen 
Punkten eine negative Krümmung von endlicher Grösse besitzt und nur ein- 
fach zusammenhängt, irgend zwei geodätische Linien nie in mehr als einem 
Punkte schneiden. 

IL 

Untersuchung der Flächen positiven Erümmungsmasses. 

Für die Untersuchung der Flächen positiver Krümmung behalten 
wir die im vorigen Abschnitt eingeführten Bezeichnungen und Voraus- 
setzungen bei, mit der einzigen Aenderung, dass wir die Grösse k jetzt als 
beständig positiv voraussetzen. Wir hatten gefunden, dass die geodätischen 
Polarcoordinaten Wi, t?i des Schnittpunktes zweier unendlich nahe benach- 
barten von A ausgehenden geodätischen Linien die Gleichung m = er- 
füllen müssen. Diese Bedingung erweist sich nun in unserem Falle nicht bloss 
als nothwendigy sondern auch als hinreichend. In der Voraussetzung, dass 
die Fläche im Punkte w,, ©i ein Krümmungsmass von endlicher Grösse 
besitzt, ist nämlich die andere enthalten, dass in diesem Punkte sowie in 
allen Punkten seiner Umgebung eine und nur eine völlig bestimmte Normale 
existirt, deren Richtung sich stetig ändert. Bezeichnen daher o:,, j(,, z^ die 
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes «^i, <?, und x^-^dx, Jd + rfy, Zi + d& 
die Coordinaten eines beliebigen Punktes seiner Umgebung, so kann man 
es durch eine passende Drehung des Coordinatensystems stets erreichen, dass 
durch irgend zwei der Grössen dx, dy, dz die dritte eindeutig bestimmt ist. 
Wenn wir uns das Coordinatensystem von vorn herein so gewählt denken, 
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dass dies eintritt, so wird jede der Gleichungen (3.) eine Folge der beiden 
anderen, und wir haben nur zu zeigen, dass zwei Potenzreihen r, s existiren, 
welche irgend zwei dieser Gleichungen befriedigen. Hierzu müssen wir 
aus den Differentialgleichungen (1.) und (2.) zunächst einige Folgerungen 
ziehen. Wir schreiben diese Gleichungen in der abgekürzten Form 

wo das Zeichen 2 andeutet, dass in dem darunter stehenden Ausdruck (p mit 
tp und X vertauscht und die diei so erhaltenen Grössen addirt werden sollen. 
Durch Differentiation der ersten Gleichung nach u und nach r ergeben 
sich die Gleichungen 

^ '^ du duöv ' 

und durch Differentiation der zweiten nach u und e 
Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt 

du* dv ' 

und durch Differentiation dieser Gleichung nach u und o ergeben sich 
und 

Für den betrachteten Punkt, wo die drei Grössen ~ , -t;^^ , -^ sämmtlich 

' ov ^ ov ^ dv 

verschwinden, nehmen die Gleichungen (7.), (8.), (9.) resp. die Form an 
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Nun ist unter den Determinanten zweiten Grades aus dem System 

d(p dtp dx 
du du du 

ÖV ö> d*x 



du* du* du* 

mindestens eine von Null verschieden; denn wären die entsprechenden 
Elemente beider Zeilen einander proportional, so würden die Gleichungen 
(1.) und (4.) einander widersprechen, ausser in dem Fall, wenn alle Elemente 
der zweiten Zeile Null wären. Dies kann aber hier gar nicht eintreten, 
weil sonst der Euümmungsradius 

r = 



Mm 



du' 

der Curve « == «i im Punkte u = Ui unendlich , also das Krttmmungsmass Ar 
in diesem Punkte Null, oder negativ sein milsste. Daher ergiebt sich aus 
den Gleichungen (5.) und (10.) — (12.) das später zu benutzende Resultat, 
dass die Elemente der beiden Zeilen 

d*q> d*tp d*x 
dudv dudv dudv 

d*q> ÖV _ö^ 

dv* dv* dv* 

einander proportional sein müssen. Denn sieht man in den Gleichungen (5.) 
und (11.) die Grössen ^••- und -3-?--- als Coefficienten, ^-^ — aber als 
Unbekannte an, so sind diese Gleichungen von einander unabhängig, so dass 

d*a) 

das zweite Lösungssystem -^T^--*, welches sie in Folge der Gleichungen 

(10.) und (12.) besitzen, sich von dem ersten nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden kann. Hierbei ist noch wichtig zu bemerken, dass die 

drei Grössen ö-^--- selbst jedenfalls nicht sämmtlich Null sind; denn da 

m der Differentialgleichung 

-Q^ + k.m = 

genügt, so muss, wenn m verschwindet, -3— von Null verschieden sein, weil 

sonst durch wiederholte Differentiation jener Gleichung nach u folgen würde, 
dass im Punkte u^ ri die partiellen Ableitungen von m nach u sämmtlich 
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gleich wären. Nun folgt aber aus der Gleichung 
durch Differentiation nach u 

dm ^ dg> d*q> 



m 



du dv dudv ' 

und wäre 

dudv dudv dudv ' 

80 würde die rechte Seite der vorstehenden Gleichung als Function von u 
betrachtet im Punkte «i, ©i mindestens von der zweiten, die linke aber nur 
von der ersten Ordnung verschwinden. Hieraus folgt endlich, dass mindestens 
eine der Determinanten zweiten Grades aus dem System 

öqp dxfß dx 

du du du 

d^q> öV d*x 



du dv du dv du dv 

von Null verschieden ist, denn sonst ständen die Gleichungen (1.) und (5.) 
in Widerspruch mit einander. 

Wir entwickeln nun beide Seiten der Gleichungen (3.) bis zu den 

Gliedern dritter Dimension. Dies giebt, wenn wir die mit -^ behafteten 

Glieder sowie die Grösse (p (m, , ©O , welche auf beiden Seiten vorkommt, 
gleich weglassen: 

und zwei ähnliche Gleichungen in yj und x- 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen resp. mit -^ , -^ , -J^ und 

addirt, so ergiebt sich in Folge der Gleichungen (4.), (5.) und (10.), dass 
die Glieder erster und zweiter Dimension in den Entwickelungen von r und 
s übereinstimmen. Wir setzen daher zunächst 

r= a^dv+Oidv^ + dv^^ {dv)^ 
8 = aidv + 02 dv'^ + dv^ ^i {dv). 

dann zeigt die Vergleichung der Coefficienten von dv^ in den vorstehenden 
Gleichungen, dass 
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dudv ' ' 2 ß^i 



oder 



d*(f ÖV d*x 



ö> ^ ÖV 2 5';^ 



ÖM dv du dv du dv 

sein muss. Behalten wir zur Abkürzung für die drei rechts stehenden 
Quotienten das gemeinsame Zeichen aj bei, so können wir also setzen 

r = ai.dv + Q.df>, 8 = r+€.dv^ =^ ai.dv+Q.de + e.dri^ 

und haben nun bloss zu zeigen , dass zwei zugleich mit dv verschwindende 
Potenzreihen p, e existiren, welche irgend zwei der drei Gleichungen er- 
füllen, die aus den Gleichungen (13.) durch Substitution der eben angegebenen 
Werthe von r und 8 hervorgehen. Wenn wir diejenigen Glieder, welche 
auf beiden Seiten vorkommen, oder verschwinden, oder sich gegenseitig 
zerstören, gleich weglassen, so können wir alle drei Gleichungen durch de^ 
dividiren. Bei Weglassung auch dieses Factors erhält die erste Gleichung 
die Gestalt 

(X4.) = ..-|f+,.^. + *.i(si^-«;+3^-.. + ^)+... 

und die beiden anderen Gleichungen ergeben sich durch Vertauschung von 
(p mit yj und /. Hier ist aber nach dem Obigen mindestens eine der aus 
den Coefficienten von e und p gebildeten Determinanten von Null verschieden. 
Also giebt es wirklich zwei Potenzreihen t, p, welche zwei der Gleichungen 
(14.) erfüllen, und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Wir nehmen nun an, der Punkt A sei von der ersten Art, d. h. also m 
sei auf der ganzen Fläche mit alleiniger Ausnahme des Punktes A von Null 

verschieden und positiv. Da jetzt k positiv ist, so ist -g-^ = — ä . m negativ, 

8m 

und -^ nimmt daher von dem Anfangswerthe 1 für ti = ausgehend mit 

wachsendem u beständig ab. Dabei kann diese Grösse aber nicht bis zu Null 
herabsinken; denn würde sie für irgend ein endliches Werthepaar u, e einmal 
Null, so würde sie bei weiterer Vergrösserung von u negativ werden, und 

es gäbe einen Punkt «,„ ©o, wo -^ einen negativen Werth, — a, besässe. 

Bezeichnet i?iu den Werth von m in diesem Punkte, so würde m, wenn u 
weiter wächst, schneller abnehmen, als die Grösse w„— a(w — Mo), also noth- 



H, 0. Mangoldty geodätische Linien auf positiv gekrümmten Flächen. 33 

wendig einmal Null werden, gegen die Voraussetzung. Wir denken uns nun 
um den Punkt A mit dem beliebigen Badius U einen geodätischen Kreis 
geschlagen und betrachten den Sector, der aus diesem durch die beiden 
Radien ausgeschnitten wird, welche den Werthen Uj > f?i von e entsprechen. 
Die curvatura integra C dieses Sectors wird dargestellt durch das Integral 

C= / / *k.m.dudv^—J J *-ß-r dudf> 



ü ü. . 

f?2 — ^1- 



=/^[i-(^)„J* 



Da die Grösse C mit wachsendem U beständig zunimmt, ohne indess die 
Grenze «a— «'i erreichen zu können, so muss sie sich mit unbegrenzt 
wachsendem ü einer endlichen Grenze 

nithem, welche wir die „cureatura integra des Winkels der beiden betrachteten 
geodätischen Linien^ nennen wollen. 

Hiemach ist also die cureatura integra des Winkels zweier geodätischen 
Linien , welche eon A ausgehen ^ niemals grösser als dieser Winkel selbst. 
Nehmen wir die Differenz ©2 — «i = 27r, so ergiebt sich folgender Satz : 

Schlägt man um den Punkt A als Mittelpunkt einen geodätischen Kreis, 
so nähert sich dessen curvatura integra bei unbegrenzt wachsendem Radius 
einer endlichen Grenze K ^ 2n. 

Die Grösse K werden wir passend als „curvatura integra" der ganzen 
Fläche bezeichnen. Sie ist bei den hier gemachten Voraussetzungen nie 
grösser als die halbe Oberfläche der Einheits- Kugel, d. h. unsere Fläche 
muss eine offene sein, wenn sie einen Punkt erster Art enthalten soll. 

Nun können wir mit leichter Mühe den Satz beweisen, dass jede 
Fläche positiven Krümmungsmasses nothwendig Punkte zweiter Art enthält. 
Hierzu dient zunächst Folgendes : Wenn wir unter Beibehaltung unserer bis- 
herigen Bezeichnungen auf unserer Fläche irgend ein geodätisches Dreieck 
zeichnen, welches den Punkt A zu einem Eckpunkt hat, und den Winkel 
bei A mit a, die beiden anderen mit ß, y bezeichnen, so muss stets 
/?+y<C^ sein; denn wäre /3 + y>>:7i, so wäre a+/3+y— 7i>a, d.h. die 
curvatura integra des Dreiecks, welche doch nur einen Theil der curvatura 
integra des Winkels a bildet, wäre grösser als dieser letztere, gegen das 
oben Bewiesene. Wir schlagen nun um ^ mit dem willkürlich gewählten 
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Badius Ui einen geodätischen Kreis und wählen auf dessen Peripherie eben- 
falls willkürlich einen Punkt Fi («i, i?i), (Taf. I, Fig. 2), durch den wir eine 
geodätische Linie senkrecht zu dem Radius AP^ ziehen. Diese ist dann eine 
geodätische Tangente des Kreises, denn sie schneidet jeden von APi ver- 
schiedenen Badius unter spitzem Winkel, trifft also nicht den Radius selbst, 
sondern dessen Verlängerung. Nun lassen wir auf der geodätischen Tangente 
durch Fl einen Punkt P{u, e) in der Richtung der wachsenden e fortschreiten 
und beweisen, dass dieser im Lauf seiner Bewegung nothwendig einmal zu 
einem Punkte zweiter Art werden muss. Der Winkel der kürzesten Linien 
PPi und PA, den wir mit bezeichnen, muss, wenn P fortschreitet, immer 
abnehmen. Denn bezeichnet P' einen Punkt auf der geodätischen Tangente 
und ist PiP>P^P, so müssen in dem Dreieck PAP die Winkel an der 
Grundlinie zusammen weniger als zwei Rechte betragen, d. h. es muss 

Z AFP^ < / APP^ 

sein. Hieraus folgt, dass der Bogen AP von AP^ beginnend beständig zu- 
nehmen und zuletzt unendlich werden muss; denn rückt F um cb weiter, 
so nimmt u um ds.ao^O zu; seine Zunahme ist also eine beschleunigte. 
Nun hat man, wie aus der Figur leicht zu ersehen, 

m.de = du.iKnOy 
also 

dt tand ^ tand 



du m u ^ 

da m stets <« ist; und es sind jetzt zwei Fälle denkbar: Erstens, die fort- 
während abnehmende Grösse nähert sich mit unbegrenzt wachsendem u 
einer von Null verschiedenen Grenze. Dann bleibt tanö beständig grösser 
als eine gewisse positive Grösse o, und man hat 

df> ^ a /*• dt? . ^ ^ u 



^ a r"" dv j ^ 1 « 



du 

d. h. f> kann beliebig gross werden und überschreitet daher den Werth -^ • 

Sobald dies aber eintritt, wird die curvatura integra des Winkels APPi sicher 
grösser als der Winkel selbst, was nur dann der Fall sein kann, wenn P 
zu einem Punkt zweiter Art geworden ist. — 

Zweitens, nähert sich der Null unbegrenzt. Dann ist Folgendes zu 
beachten: Legt man durch A einen geodätischen Durchmesser des um A 
beschriebenen Kreises, so theilt dieser den Kreis in zwei Theile ; bezeichnet 
man die curvatura integra des einen mit C und dreht darauf den Durchmesser 
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um ^^ so ist C eine von der Lage des Durchmessers abhängige Grösse, 
die sich mit dieser stetig ändert Wenn nun der Durchmesser eine volle 
Umdrehung macht, so erwirbt C nothwendig einmal ein absolutes Minimum, 
welches eine von Null verschiedene positive Grösse ist, die wir mit c be- 
zeichnen wollen. Die curvatura integra des Winkels bleibt nun offenbar 
beständig grösser als c. Andererseits ist es möglich, dem Punkt P eine solche 
Lage zu geben, dass ö < c wird, d. h. P wird auch in diesem Falle früher 
oder später ein Punkt zweiter Art. Hiermit ist die Unmöglichkeit der 
Existenz einer positiv gekrümmten Fläche bewiesen, die nur Punkte erster 
Art enthielte. Zugleich lässt der vorstehende Beweis erkennen, dass die 
etwa vorhandenen Punkte erster Art sich immer nur innerhalb eines gewissen 
Gebietes f>on endlicher Ausdehnung vorfinden. 

Herr Christoffel hat in der oben citirten Abhandlung die Eigen- 
schaften der Grösse m näher untersucht und für sie die Bezeichnung „Redu- 
cirte Länge^^ des geodätischen Bogens von ^ bis zu dem Punkte u^ e ein- 
geführt Insbesondere hat er bewiesen, dass die reducirte Länge jedes geodä- 
tischen Bogens AB ungeändert bleibt, wenn man Anfangs- und Endpunkt mit 
einander vertauscht, oder, anders ausgedrückt, dass die reducirte Länge von 
AB derjenigen von BA gleich ist Hieraus folgt unmittelbar, dass die redu- 
cirte Länge jedes geodätischen Bogens eine stetige Function der Coordinaten 
seiner beiden Endpunkte sein muss. Hat man daher auf einer Fläche einen 
Punkt erster Art gefunden, so werden in seiner Umgebung im Allgemeinen 
noch unendlich viel andere solche Punkte liegen, welche ein zusammen- 
hängendes Flächenstück erfüllen. Zur Auffindung der Curve, welche auf 
einer positiv gekrümmten Fläche dieses Stück begrenzt, können folgende 

Betrachtungen dienen: Die Grösse -^ nähert sich nach dem Früheren mit 

unbegrenzt wachsendem u einer zwischen und 1 gelegenen Grenze, welche 
im Allgemeinen eine stetige Function des Winkels r und der Coordinaten 
x^ y, z des Punktes A sein wird. Hält man nun den Punkt A fest und 
lässt nur f> von bis 27i variiren, so erwirbt diese Grenze einmal ein ab- 
solutes Minimum, welches nur noch von x, y, z abhängt und sich mit der 
Lage des Punktes A stetig ändert. Bezeichnen wir daher dieses Minimum 
™it f{x, y, z), so wird die Gleichung 

/(^, y, ä) = 

in Verbindung mit der Gleichung der gegebenen Fläche die Curve liefern, 

5* 
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welche den Bereich der Punkte erster Art begrenzt. Denn für diese Punkte 

ist, wie wir früher sahen, nicht nur m, sondern auch ^— beständig positiv. 

In den folgenden Abschnitten soll der Bereich der Punkte erster Art 
auf den für uns in Betracht kommenden Flächen zweiten Grades aufgesucht 
werden. Dabei muss die Rechnung freilich meistens in anderer als der 
eben angegebenen Art durchgeführt werden. 



m. 

Bereich der Punkte erster Art auf dem zweiscbaligen Rotations-Hyperboloide. 

Der Betrachtung der zweiscbaligen Hyperboloide muss zunächst eine 
allgemeine Bemerkung vorausgeschickt werden: Zieht man auf der einen 
Schale eines zweiscbaligen Hyperboloids eine geodätische Linie, so kann 
diese analytisch durch das Unendliche fortgesetzt werden, so dass sie auf 
der anderen Schale wieder erscheint. Bei ^eser Art der Betrachtung treffen 
zwei von einem Punkte ausgehende geodätische Linien stets wieder zu- 
sammen, so dass überhaupt keine Punkte erster Art existiren. Da es uns 
aber wesentlich auf die Frage ankommt, wann eine geodätische Linie auf- 
hören kann, kürzeste Verbindungslinie ihrer Endpunkte zu sein, so werden 
wir immer nur die eine Schale der Fläche ins Auge fassen und das Unend- 
liche als eine Grenze der geodätischen Linien ansehen, über welche hinaus 
wir sie nicht fortsetzen. Ein Punkt des Hyperboloids heisst also nur dann 
von der zweiten Art, wenn es zwei von ihm ausgehende geodätische Linien 
giebt, welche auf derselben Schale wieder zusammenkommen. 

Die vom Scheitel eines Rotations-Hyperboloids ausgehenden Meridiane 
sind selbst geodätische Linien, welche sich nicht wieder schneiden. Also ist 
der Scheitel ein Punkt erster Art; und wegen der Symmetrie der Fläche ist 
der Bereich der Punkte erster Art ein den Scheitel enthaltendes Flächenstück, 
welches durch einen Parallelkreis begrenzt wird. Um dessen Radius zu 
finden, stellen wir folgenden Satz auf: 

Ein Punkt A des Hyperboloids ist eon der ersten Art, wenn der eon 
ihm durch den Scheitel gezogene Meridian von keiner unendlich nahe benach- 
barten geodätischen Linie geschnitten wird. 

Zum Beweise brauchen ipr einen Satz über Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welchen wir hier einschalten. 

Es seien K und k zwei analytische Functionen der Variabein u, welche 
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tu dem IntereaU Q^w^u^ den Charakter ganzer Functionen besitzen^ reell 
und positiv sind und die Ungleichung K^.k erfüllen. Ferner mögen durch 
die Differentialgleichungen 

^+K.M==0 und ^+k.m=^0 

und durch die Anfangsbedingungen If = m = und -^ = -r- = 1 für « = 
zwei Functionen M und m eon u definirt werden. Bezeichnet dann U2 den 

AM 

kleinsten zwischen und Ui gelegenen Werth f>on u, für welchen -r- yer- 

schwindet y so ist innerhalb des Intertalles O...U2 

M -^ m 



dM = dm^ 
du du 

und, wenn zwischen und Ui ein solcher Werth U2 nicht exisHrt, so gilt die 
f>orstehende Ungleichung innerhalb des ganzen Intertalles 0...fii. 

Beweis. Wir bezeichnen mit l eine Veränderliche, welche das Inter- 
vall 0...1 durchlaufen soll, setzen 

A = k+XiK-k) 
und definiren eine neue Function n durch die Differentialgleichung 

(15.) ^ + A.« = 

und die Anfangsbedingungen « = und -ir- =1 ftlr u = , bei beliebigem 

Werthe von l. Die Grösse n ist dann eine analytische Function der Argu- 
mente u und l, welche für hinlänglich kleine Werthe von u den Charakter 
einer ganzen Function besitzt. Durch Differentiation der Gleichung (15.) 
nach >l ergiebt sich 

dn 

Indem wir Gleichung (15.) mit -gj- und (16.) mit — « multipliciren und 
addiren, erhalten wir 

dn ö'n 9*n dh ^ a 



dk du' " du'dX dX 

und durch Integration dieser Gleichung von bis u 

r ölt dn y /••* d*n ön , f ö'it 1« , /•- dn d*n , 

ü 
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dn 

oder, da für II = sowohl n als -^ verschwindet, 

dn dn a'fi /*« dh 






ÖÄ du 



Durch eme einfache Transformation der linken Seite und Einsetzung des 
Werthes K—k für -^ergiebt sich 



(^)'-k(-E\ »y^cf-»)--'--' 



Für kleine Werthe von u ist daher der Differentialquotient -^I -^ \ Null, 




oder positiv, d. h. der Quotient -q- nimmt bei wachsendem Jl niemals ab 

und ist flir 1 = 1 grösser, oder mindestens eben so gross, als für 1 = 0. Es 
besteht also die Ungleichung 

M ^^ II --^ m 
dtt = dn = dm ^ 
du du du 

und diese kann bei wachsendem u nur dann ihre Gültigkeit verlieren, wenn 

der grösste der hier vorkommenden Quotienten unendlich, also -t-~ = wird. 

Dieser Beweis ist im Wesentlichen in der Abhandlung von C. Sturm „Memoire 
sur les ^quations diff^rentielles linöaires du second ordre^^ {lAouvüle^ Jour- 
nal, L S^r. vol. 1, pag. 106—187) enthalten; doch schien es einfacher, das 
für unsere Zwecke Nothwendige direct zu beweisen, als es aus den dort 
gewonnenen allgemeineren Resultaten abzuleiten. 
Nun sei 

wo a eine positive, ß eine negative Constante bedeutet, die Gleichung unseres 
Rotations-Hyperboloides. Zur Abkürzung werde 

gesetzt. Zur Bestimmung des Krümmungsmasses k hat man hier die Glei- 
chung {Gauss, Disq. gen. etc. Werke, Bd. IV, pag. 232) 

woraus sich leicht 
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k = 



.Sil 



ergiebt, so dass k mit wachsendem r beständig abnimmt 

Der Punkt A (vgl. o,) möge jetzt zum Anfang eines Systems geo- 
dätischer Polarcoordinaten gemacht werden, auf welches wir unsere früheren 
Bezeichnungen anwenden, mit dem Zusätze, dass der von A über den Scheitel 
S gezogene Meridian dem Werthe i? = entsprechen soll. Wir beschränken 
f> auf das Intervall O...71 und u auf ein Intervall 0...tii. Wählt man tii 

hinlänglich klein, so sind m und -j- innerhalb des mit dem Radius tii um 

A beschriebenen geodätischen Halbkreises beständig positiv, und die ein- 
zelnen Radien schneiden sich nirgends als im Punkte A. Griebt man 
dem u einen constanten Werth und lässt nur v variiren, so muss r mit 
wachsendem e beständig zunehmen. Wir lassen, um dies zu beweisen, e 
von dem Anfangswerthe an wachsen und bezeichnen mit B den Punkt 
mit den Coordinaten u, f>, mit B^i seine Anfangslage für « =• 0. Wenn dann 
B bei Beginn der Bewegung nach einem Punkte Bi gelangte, der dem 
Scheitel S näher läge als Äy, so gäbe es, wenn u kleiner als der Bogen 
AS des Meridians ist, von A nach S eine kürzere Verbindung als diesen 
Bogen, nämlich die Linie AB^S, und wenn w > ^S ist, von A nach B^ 
eine kürzere Verbindung als den geodätischen Bogen AB^^ nämlich ASBi. 
Das erstere widerspricht aber der Voraussetzung, dass der von A durch S 
gezogene Meridian von keiner benachbarten geodätischen Linie geschnitten 
wird, und das zweite der Annahme, dass m innerhalb der angegebenen 
Grenzen beständig positiv ist. Also nimmt r jedenfalls anfänglich zu. So- 
bald aber die geodätischen Bögen AB und SB einen von Null verschiedenen 
Winkel bilden, zeigen einfache geometrische Betrachtungen, dass r mit 
wachsendem e zunehmen muss. Hieraus folgt, dass k mit wachsendem e 
abnimmt. Nach dem oben bewiesenen Satze muss daher auch die Grösse 

^— mit wachsendem e abnehmen. Wenn es nun Punkte gäbe, wo m ver- 

du 

schwindet, so müsste man es durch VergrÖsserung von Ui erreichen können, 
dass nicht im Innern, wohl aber auf der Peripherie unseres Halbkreises 
ein oder mehrere solche Punkte lägen. Einer dieser Punkte heisse P. Dann 
müsste auf dem Radius AP und nach dem Obigen auch auf dem durch S 

gezogenen Meridian ein Punkt liegen, wo ^— = 0, also 3— unendlich gross 

du 
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Wäre. Dies widerspricht aber ebenfalls der Voraussetzung, dass jeder Theil 
. jenes Meridians kürzeste Verbindung seiner Endpunkte sein soll; der Punkt 
A ist also wirklich von der ersten Art 

Nun sei P{Xii^yo^sso) ein beliebiger Punkt des Hyperboloids, und es 
sei von ihm aus eine beliebige geodätische Linie gezogen. Bezeichnen wir 
mit y den Winkel zwischen den beiden Meridianen, welche von S nach P 
und nach einem veränderlichen Punkte x^ y, z unserer geodätischen Linie 
gezogen sind, so ist nach den bekannten für geodätische Linien auf Rotations- 
flächen geltenden Formeln 

wobei zur Abkürzung 

' gesetzt wurde, und wo v den Radius desjenigen Parallelkreises bedeutet, 
welchen die betrachtete geodätische Linie berührt. Wenn nun eine unendlich 
nahe benachbarte von P ausgehende geodätische Linie existirt, welche die 
vorige schneidet, so müssen die Coordinaten r, (p des Schnittpunktes die 
Gleichung erfüllen 



gy^j^ i f lP+(^-ß)r' rdr _ 



dv 



Was die Zeichen der hier vorkommenden Wurzeln anbelangt, so wollen wir 
festsetzen, dass unter der Wurzel aus einer constanten reellen positiven 
Grösse, wie z. B. —/?(«— /3), stets der positive Werth verstanden werden 
soll. Das Zeichen der variabeln Wurzel unter dem Integral hängt dann 
von der Art und Weise ab, wie wir den Winkel (p zählen. Um die Vor- 
stellungen zu fixiren, denken wir uns jenen Winkel so gezählt, dass das 
Zeichen der Wurzel stets mit demjenigen von dr übereinstimmt. 
Zur Untersuchung des Integrales / setzen wir zunächst 

nnd haben dann 
Weiter setzen wir 
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und 



Dann ist 



femer 



ß 
p = 4(« — e,) + y^ oder 8 = Ci + Kq—v^). 

62 > 63 und 61+ 62+ es = 0, 

p-/? = 4(«-e3), 

und bezeichnen wir zur Abkürzung die Grrösse 

4(«— e,)(«— e2)(« — 63) 
durch S^ so wird jetzt 

wobei zur Abkürzung 

gesetzt wurde. Wir bezeichnen nun mit ff?u dasjenige Integral der Diffe- 
rentialgleichung 



du 

welches für ii = unendlich wird, und mit 2cü dessen reelle positive Funda- 
mentalperiode. Wir setzen s =^ff?u und nennen «o und iii die Werthe von 
ti, welche den Werthen «„ und Si entsprechen. Dann wird 



^ ' —p J fpu—e. 



ß J pu 

Nun ist aber 

eine Gleichung, welche man mit Hülfe des Additionstheorems der Function 
pu leicht bestätigen kann. Also wird 

(I8.J j = ».i/°^.-J-.r-e3(«i.-«,)+4"-^- ^/" ~"M - 

JoTimal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. 6 
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Da für u = Uo und ti = ifi nicht nur die Werthe von fu, sondern auch die 
Vorzeichen der Ableitung f'u = }fS bekannt sind, so sind i«ü und «i selbst 
bis auf ganzzahlige Vielfache der Perioden völlig bestimmt. Da femer So 
und 8i beide grösser als ei sind, so giebt es zwei reelle positive zwischen 
und 2cü gelegene Werthe, welche wir für «o und ii, wählen können, und 
die wir uns fortan unter diesen Zeichen vorstellen wollen. Aus der Ueber- 
einstimmung der Zeichen von ds und l/S ergiebt sich, dass in allen Fällen 
flu <C fii sein muss, gleichgültig, ob die Integrationsvariabele r, q oder * von 
der unteren Grenze aus zuerst zu- oder abnimmt. In der in Gleichung (18.) 
vorkommenden Klammer ist daher das erste Glied, — ea (iii— i«ü) , stets po- 
sitiv, denn e^ ist negativ. 

Wenn nun u von bis 2co wächst, so nimmt die Grösse — be- 

^ au 

ständig ab, und zwar von +oo bis — oc. Wenn daher u^ und iii beide 

>> CO sind, so ist / stets positiv. Aus der Gleichung 

(fu _ a'C—u) 
au "" a(— w) 

ergiebt sich femer, dass / auch dann immer positiv ist, wenn u^ und tij 
beide <C «« sind. / kann also nur verschwinden, wenn ttu < «> und «i > w 
ist Dies Resultat hat folgende geometrische Bedeutung: 

Unter den von P ausgehenden geodätischen Linien werden nur solche 
von den unendlich nahe benachbarten geschnitten, welche einen Parattelkreis 
berühr en, dessen Radius kleiner als fu ist; nur die dem Scheitel gewissermassen 
zugewandten Linien können also eine Enveloppe bilden, und zwar berühren 
sie dieselbe immer erst nach der Berührung mit dem Parallelkreis. 

Wenn wir nun sehen wollen, wie der Punkt P liegen muss, damit 
der von ihm über den Scheitel gezogene Meridian von den unendlich nahe 
benachbarten geodätischen Linien geschnitten werde, so haben wir v = 0, also 

zu setzen, die Functionen pu und au auf diese Constanten zu beziehen und 
zu untersuchen, für welche Werthe von fi,j und «i die in Gleichung (18.) 
auftretende Klammer 

verschwindet. Hierbei können wir dem Früheren gemäss Uy) und Ui resp. 
auf die Intervalle 0...cü und cü...2cü beschränken. 
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Denken wir uns tf j fest und lassen Ui von dem Werthe w an wachsen, 
so beginnt L mit dem Anfangswerthe — oo und wächst beständig, denn sein 
Di£ferentialqaotient nach tii 

ist positiv. Also eryrirbt L seinen Maximalwerth fttr tii = 2co ^ und dieser 
Maximalwerth ist 






WO 17 = — die Hälfte der reellen Fundamentalperiode des Normalintegrals 
zweiter Gattung 1^-1=- bedeutet Liegt tiu nahe bei a>, so hat (Zy\ 

einen sehr grossen negativen Werth, und M. ist daher ebenfalls negativ. 
Denkt man sich, dass tiu abnimmt, so wächst M, bis zu dem Werthe 

jKy = — ^.2a> — 217, 



<KW' 



den es für üb = erwirbt Nun gelten aber, wenn zur Abkürzung & = e " 
gesetzt yrird, wo vJ die rein imaginäre Fundamentalperiode von fu be- 
zeichnet, die Gleichungen 

(^)'-(e.-e.) = (l+2l»'y 
und 

(^y.(e.-es) = 16A.(lA-t-+oy. 

II* 

Indem man die beiden letzten Gleichungen addirt und mit i* 2~ ^^1^* 
plicirt, erhält man 

Daher wird jetzt 

* = ^•l*(i+.|,»-)'+^*-(i*-*")*-t+.-!,is=^l- 

Man sieht sofort, dass diese Grösse positiv ist Also besitzt die Gleichuag 

M=-e,i2io-u^)+?p=^-t] = 

m der Thal zwischen und cd eine und nur eine reelle Wurzel tfj = 17. Hat 
man diese gefunden, so liefert die Gleichung 

6* 
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den Radius desjenigen ParcMelkreises , welcher die Punkte erster und fiweiter 
Art f>on einander scheidet. 

Die hier gewonnenen Resultate weichen nur in der Ausdracksweise 
von denjenigen ab, zu welchen Herr e. Braunmühl in seiner oben citirten 
Dissertation gekommen ist Für unsere Punkte erster Art liegt eben die 
Braunmühl&che Enveloppe der geodätischen Linien ganz auf derjenigen 
Schale des Hyperboloids, auf welcher der Ausgangspunkt nicht liegt, 
während für die Punkte zweiter Art eine Spitze der Enveloppe auf die 
Schale des Ausgangspunktes übergetreten ist 



IV. 

Punkte erster Art auf dem Rotations-Paraboloide. 

Für das Rotations -Paraboloid gestaltet sich die Rechnung ähnlich 
wie oben, nur einfacher, da sie nicht zu elliptischen, sondern nur zu Ex- 
ponentialftinctionen führt. Gleichwohl wollen wir ihre Hauptmomente hier 
kurz angeben, um dabei die Irrigkeit einer Behauptung nachzuweisen, welche 
Herr A. v. Braunmühl sowohl in seiner Dissertation pag. 24, als in dem 
oben citirten Auszug derselben aufstellt Er giebt dort an, auf dem Ro- 
tations-Paraboloide hätten die von einem Punkt ausgehenden geodätischen 
Linien überhaupt nie eine im Endlichen gelegene Enveleppe und sagt dann 
(pag. 558): „Hiermit ist dann auch ein Beispiel für die Frage geliefert, 
welche Jacobi 1. c. noch offen lässt etc." Dieser Ausspruch, der eigentlich 
schon durch unseren im zweiten Abschnitt bewiesenen allgemeinen Satz 
widerlegt ist, wird sich auch bei der speciellen Betrachtung des Paraboloids 
als unzutreffend herausstellen. 

Es sei 

y^+Ä' = r' = 2paj 

die Gleiöhung eines beliebigen Rotations-Paraboloids, /^(xo,yü7Äo) ein Punkt 
seiner Oberfläche, durch den wir uns eine geodätische Linie gezogen denken, 
und (p der Winkel, den der nach einem variabeln Punkt dieser Linie ge- 
zogene Meridian mit dem durch P gehenden Meridiane bildet Dann ist, 
wenn wieder v den Radius desjenigen Parallelkreises bezeichnet, den die 
geodätische Linie berührt, und wenn yl + zl = rl gesetzt wird. 
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und 

dfp w ^ n r.}/r*'\-p*.dr 



(1.) ^ = J=±.r r.Vr^+Pj^ 



7 



wobei man unter l^r^+p^ den positiven Werth zu verstehen und das Zeichen 
von ir^—v^ so bestimmt zu denken hat, dass es mit dem von dr überein- 

stimmt. Offenbar kann -^ nur dann verschwinden, wenn die Integrations- 

variabele einen Weg durchläuft, auf dem sie erst von fy bis gegen v ab- 
nimmt, dann einen Umlauf um den Punkt r = y macht, so dass iV— r' sein 
Zeichen wechselt, und dann wieder bis zur oberen Grenze zunimmt. Nun 
ist das unbestimmte Integral 



wie man durch Differentiation der rechten Seite leicht bestätigt. Da >V' — v' 
für die untere Grenze des Integrales J negativ, fllr die obere positiv ist, so 
findet man 



P'-»*' . ,/;rr 



P 



i-itio/-"T:" "-""'-"" -i/5±g-i/4±gi. 



WO jetzt allen Wurzeln der positive Werth beizulegen ist. — 

Indem man aus dem Nenner des Bruches unter dem Logarithmus 
die Wurzel wegschafft, erhält man 

J = ~|^log[rS+^+y(r2-v^)(r;^4-p^)] 
(2.) +ilog[rH^^ + nr'-vO(rHp')] 



iog^-/^^-F^^| 



Dieser Ausdruck lässt sofort erkennen, dass / für einen reellen Werth von 
r verschwindet. Denn ist r nur wenig grösser als v, so hat / wegen des 
letzten Gliedes der Klammer einen sehr grossen negativen Werth. Für 
r = oo ist aber auch / wegen des zweiten Gliedes der Klammer positiv 
unendlich, so dass es vorher durch Null gegangen sein muss. Die Punkte 
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des Rotations-Parabohids sind also mit alleiniger Ausnahme des Scheitels 
sämmtüch von der zweiten Art. 

Bei dieser Betrachtung war der Werth von v nur der Beschränkung 
O^v<;ro unterworfen, sonst aber ganz beliebig. An der Bildung der 
Enveloppe der von P ausgehenden geodätischen Linien nehmen also alle 
diejenigen Theil, welche einen Parallelkreis berühren, dessen Radius <! fo 
ist, und auch nur diese. 

Um die Gestalt der Enveloppe zu erkennen, denken wir uns y als 
eine unabhängige Yariabele und bezeichnen mit iß die von ihr abhängige 
Wurzel der Gleichung /=0. Setzen wir ausserdem 

SO sind R, 4> die geodätischen Polarcoordinaten eiues variabeln Punktes 

auf dem einen, und R, —^ auf dem anderen Zweige der Enveloppe. Man 

hat nun 

dJ 

dy "" \ d£ 

und findet aus Gleichung (1.) 

öJ^_^ _r JZ+K 

dr p r'— y' * V r"— y' 

und aus Gleichung (2.) 

dJ _ vi ^^\ rl-v' , ^^r r'-y' 

"T"p«+v» "^rj— y' r rj— y' "^ r'— y* * r r'— y* I ' 

Femer ist 

dy "" öy ■*" öÄ ■ dy "" öÄ * dy ■" p ■ Ä r Ä'-y' * ^»^ ' 
da jR ja so bestimmt ist, dass -3^ verschwindet 

Aus diesen Formeln ergeben sich leicht folgende Resultate: Wenn 
V von bis r^ wächst, so nimmt R von einem gewissen Anfangswerth aus- 

dR 

gehend beständig zu und wird für r = r« unendlich gross ; denn -r- ist mit 
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alleiniger Ausnahme der Stelle y = 0, wo es verschwindet, beständig positiv 
und wird füri' = ry von höherer als der ersten Ordnung unendlich. — Gleich- 
zeitig wächst auch von dem Anfangswerthe n ausgehend fortwährend, 
und zwar ebenfalls über alle Grenzen, denn das Integral auf der rechten 
Seite der Gleichung (3.) wird mit seiner oberen Grenze logarithmisch un- 
endlich. 

Die Enveloppe besteht also aus zwei Zweigen, welche sich in einem 
Punkt des eon P über den Scheitel gezogenen Meridians zu einer Spitze an 
einander schmiegen und von hier nach dem Unendlichen gehend das Parabohid 
in unzählig i^ielen schraubenartigen Windungen umgeben. Die beiden Zweige 
schneiden sich in unzählig vielen auf dem Meridian gelegenen Punkten und 
nähern sich asymptotisch den beiden Aesten deijenigen geodätischen Linie, 
welche den durch P gehenden Parallelkreis in P berührt 

Es ist leicht einzusehen, wie die von Herrn f>. Braunmühl untersuchte 
Enveloppe der geodätischen Linien auf dem verlängerten Rotations-EUipsoid 
bei stetiger Ueberführung dieses letzteren in ein Paraboloid allmälig in eine 
Curve von der eben geschilderten Gestalt übergeht. Man hat hierzu nur 
nöthig, den Coordinatenanfang in den einen Pol des EUipsoids zu verlegen, 
so dass die Gleichung der Fläche in der Form 

V ac J^ a' ^' 

oder 

oder auch 

erscheint, die -BröwimöA/schen Formeln für (p und / zu bilden, und dann 
a und c gleichzeitig unendlich werden zu lassen, während ihr Verhältniss 
einen constanten endlichen Werth p behält. 

Man nehme den Ausgangspunkt A^^ der geodätischen Linien .auf der 
nördlichen Hälfte des EUipsoids an und bezeichne mit Ai die nördlichere, 
mit A^ die südlichere der beiden auf dem Meridian gelegenen Spitzen der 
Enveloppe. Femer seien A^ und A^ die beiden Spitzen, in welchen die 
nach Westen, resp. Osten gerichteten Zweige der Enveloppe zusammentreffen. 
Auf diese fünf Punkte mögen resp. die Indices 0, 1, 2, 3, 4 bezogen werden. 
Hält man nun bei der Verlängerung des Ellipsoides n, fest, so nähert sich 
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fi einer endlichen Grenze, so dass die Spitze i4i, auch wenn sie anßlnglich 
südlich vom Aequator lag, auf die nördliche Hälfte des EUipsoides übertritt 

Die Spitzen A2 und A4 bleiben stets auf dem zu dem Kreise n, symme- 
trischen Parallelkreis ri der südlichen Hälfte, wie Herr t?. Braunmühl richtig 
bemerkt*). Ihr Längenunterschied ^4—^2 wächst beständig, und zwar über 
die Grenze 2n, ja über jede Grenze hinaus, so dass diese Spitzen fort- 
während in entgegengesetztem Sinne um das EUipsoid herumlaufen, nach 
jedem halben Umlauf einander begegnend. Die beiden nördlichen Aeste 
der Enveloppe umgeben also das EUipsoid in Schraubenwindungen, deren 
Anzahl sich mehr und mehr vergrössert und zuletzt unendlich wird, während 
die beiden südlichen Aeste nebst den Spitzen ^27 ^37 A^ im Unendlichen 
verloren gehen. 

Ganz ähnlich sind natürlich die Veränderungen, welche die Enveloppe 
der von einem Punkt ausgehenden geodätischen Linien auf dem zweischaligen 
Hyperboloid erleidet, wenn dieses in ein Paraboloid übergeführt wird. 



V. 

Punkte erster Art auf dem dreiaxigen Hyperboloide. 

Lässt man das zweischalige Rotations-Hyperboloid durch Verkleine- 
rung der einen imaginären Axe in ein dreiaxiges Hyperboloid übergehen, 
so entfernen sich die beiden Nabelpunkte, welche ursprünglich mit dem 
Scheitel zusammenfielen, allmälig mehr und mehr von diesem. Der Parallel- 



*) Der pag. 44 der Dissertation am Schluss des ersten Abschnittes hierf&r gegebene 
Beweis ist deswegen nicht befriedigend, weil die beiden Theile, in die das Integral 
J zerlegt wird, wenn sie überhaupt einen Sinn hätten, sich addiren und nicht sich 
zerstören müssten. Ein richtiger Beweis lässt sich indessen für das verlängerte Botations- 
ellipsoid durch folgenden einfachen Grenzübergang fuhren: Man setze v nicht genau = r^, 
sondern etwas kleiner und betrachte denjenigen Zweig der entsprechenden von ^4^ aus- 
gehenden geodätischen Linie, welcher anfänglich auf der südlichen Seite des Parallel- 
kreises Tq verläuft. Dieser schneidet den Aequator und den Kreis r'^ und berührt dann 
den südlichen Parallelkreis v in einem Punkte B, um von da wieder nach Norden auf- 
zusteigen und r'^ in einem zweiten Punkte C zu schneiden. Dieser letzte Theil von 
B bis C muss nothwendig den Berührungspunkt D des betrachteten Zweiges mit der 
Enveloppe enthalten; denn das Integral J springt bei B von -f-00 auf —00 über, ist 
aber in C bereits wieder positiv. Wenn sich nun v dem Werthe r^ unbegrenzt nähert, 
so fallen die Punkte B, C, D sämmtlich mit demjenigen Punkte zusammen, in welchem 
die für V'= r^ resultirende geodätische Linie den Parallelkreis r'^ berührt. — Aehnlich 
gestaltet sich der Beweis für das abgeplattete Rotationsellipsoid. Nur hat man hier 
den anfänglich nach Norden gerichteten Zweig der geodätischen Linie ins Auge zu 
fassen. 
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kreis, welcher den Bereich der Punkte erster Art begrenzt, geht dabei in 
eine Curve über, die anfänglich den Scheitel und beide Nabelpunkte um- 
schliesst, später aber in zwei getrennte Stücke zerföllt, welche nur noch 
die letzteren umgeben. Um dies zu beweisen, zeigen wir: 

Erstens, dass die Nabelpunkte bei jedem Axenverhältniss Punkte erster 
Art bleiben. 

Zweitens, dass man den Scheitel durch hinreichende Fortsetzung der 
angegebenen Deformation au einem Punkte zweiter Art machen kann. 

Es sei 

a^ ß^ r 

wo a > >» /3 > y ist , die Gleichung eines zweischaligen Hyperboloids, 
und es seien Xi und I2 die beiden elliptischen Coordinaten des Punktes x, y, z, 
d. h. diejenigen beiden Grössen, welche noch ausser dem Werthe 1 = 
die Gleichung 



f-;=^^ + -^V = 1 



a — k ß — X y — A 

erfüllen, und zwar sei ii>^. Dann ist bekanntlich 

Denkt man sich nun auf der Fläche eine beliebige geodätische Linie ge- 
zogen, so können die Coordinaten >l„ ^ eines variabeln Punktes derselben 
80 als Functionen einer Veränderlichen u dargestellt werden, dass zwei 
Differentialgleichungen von der Form 

du = -p£^+ ^^^ 



2/äCU 2,/ä(A,) ' 
Q _ X, dk, ?.^dX, 



2/Ä(AJ 2fR{X^) 

bestehen, wobei 

gesetzt wurde, und d eine zwischen (i und —00 gelegene Constante be- 
deutet *). Die geometrische Bedeutung der Grösse J ist die, dass die Glei- 
chung i| = (y, resp. li^^d diejenige Krümmungslinie darstellt, welche von 
der betrachteten geodätischen Linie berührt wird. Nehmen wir nun einen 
der Nabelpunkte zum Ausgang unserer geodätischen Linie, so haben wir 
<J = y zu setzen. Unsere Differentialgleichungen gehen daher, wenn wir 

*) Weierstrass ^lieber die geodätischen Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid'^y 
Monatsberichte der Kgl. Preuss. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1861, pag. 986f. 
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setzen, in die folgenden über: 

du = ^^- 4 ''- 



2(A -y).|/3t(^i) 'KK-r)'i^{K) ' 

und, wenn wir festsetzen , dass der Nabelpunkt selbst dem Werthe « = 
entsprechen soll, so treten hierzu noch die Anfangsbedingungen i,i = i^ = y 
für w = 0. Was die Zeichen der Wurzeln anbelangt, so haben ij und ij in 
der zweiten unserer Differentialgleichungen für kleine Werthe von u gleiche, 
aber sowohl dXi und rfiz? als h^Y und i^ — y verschiedene Vorzeichen, so 
dass diese Gleichung nur dann richtig sein kann, wenn man den beiden 
Wurzeln entgegengesetzte Zeichen giebt Wir wollen, was uns ja frei steht, 

festsetzen, dass VSl (l^ anfänglich den negativen, iWi}^ den positiven Werth 
bedeuten soll. 

Um nun unsere Differentialgleichungen durch elliptische Functionen 
zu integriren, setzen wir 

ei - -12~' ^^ 12 ' ^^~""12~ 

und, indem wir mit v einen Index bezeichnen, der nach einander die Werthe 
1 und 2 annimmt, 

iy = — 4(*y — 62), oder «v = — iir + ^ 
und 

Sy = 4 («y - eO («r - ^) («K - O- 
Dann wird 

^{K) = 165^; K"? = — 4(*v— ^+Ty); rf^K = — 4rf»y, 

und unsere Differentialgleichungen gehen in folgende über: 

du = ^ p=^+ '^- 



Wir multipliciren nun die erste Gleichung mit ^y, addiren die zweite dazu 
und setzen zur Abkürzung e = ^y,u. Dann kommt 

äs, dSm 
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Nun sei wieder pu dasjenige Integral der Differentialgleichung 

(-^) = 4(«-eO(«-C2)(«-e3), 

welches flir ii = unendlich wird, und 2co seine reelle positive Fundamen- 
talperiode. Bezeichnen wir dann mit w denjenigen zwischen und cw ge- 
legenen Werth, welcher die Gleichung 

pw = e^-iy 
erfüllt, und setzen 

80 nehmen unsere Differentialgleichungen die Gestalt an 

= du, + du2^irX^-^, +-r—p-, \ 

und an Stelle der früheren Anfangshedingungen treten jetzt die neuen 
Uiz=u2 = für c = 0. Nun ist 

1 ^ i J a'(u,+2u)) a\ o ^y'tg 1 

p(fV+U^)^pW p'U) L o(u^+2tD) Oll, aW J' 

^— to+tij)— |wc ff/to L aCttj— 2fr) au^ "^ air J 

Also wird 

de = rfüi + rftij, 

4p'ic L <;(«,+ 2w) '^ au, '^ (t(«,-2ic) ' 

an^ GW J 

Diese Gleichungen lassen sich aher unmittelbar integriren. Man erhält 

h = r.(i~^-^.-?:^v/-iog^^'-^^^ 

WO h eine Constante bedeutet. Hieraus folgt nun sofort die Richtigkeit der 
ersten unserer oben aufgestellten Behauptungen, ohne dass wir nöthig hätten, 
Ui und «2 explicite als Functionen von v darzustellen. Zwei verschiedene 
von demselben Nabelpunkt ausgehende geodätische Linien, welche auf der 
gleichen Seite der JCF-Ebene liegen, entsprechen nämlich zwei verschiedenen 
Werthen Ai und A2 der Constanten A. Wenn sie noch einen zweiten Durch- 
schnittspunkt besässen mit den Coordinaten li, ^, so würde zu dem Werthe- 

7* 
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paar ii, X^ nur ein Werthepaar «i, 82 und auch nur ein Werthsystem Ui U2^ 
also auch nur ein Werth von f> gehören, und dann müsste Äi = A, sein, gegen 
die Voraussetzung. Zum Beweise der zweiten Behauptung betrachten wir 
den Schnitt unseres Hyperboloids mit der XZ-Ebene. Derselbe ist gleich- 
zeitig eine geodätische und eine Krtimmungslinie, und zwar ist seine Glei- 
chung li=ß. Aus den allgemeinen Formeln 

welche den Uebergang von den elliptischen zu den rechtwinkeligen Coor- 
dinaten eines Punktes vermitteln, ergiebt sich für den betrachteten Schnitt 

^' = -^(«-^); »' = 0; «' = 7=^(?'-^); 



Und, wenn wir mit s die vom Scheitel an gerechnete Bogenlänge bezeichnen, 
so findet sich nach einfachen Rechnungen 

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist Durch diese Gleichung und die 
Anfangsbedingung h^y für « = wird ^ als Function von s definirt Da ß 
hier gar nicht vorkommt, so ist l^für alle Werthe von ß immer die gleiche 
Function der Variabein s und der Constanten a, y. Wir bemerken endlich, 
dass I2 niit wachsendem s fortwährend abnimmt 

Für das Krümmungsmass k im Punkte ki^ ^ hat man den Ausdruck 

und daher ist für die Punkte der Curve i, = ß 

Die reducirte Länge tn des Bogens s erfüllt also die Differentialgleicliang 



d»' ' /3 kl 

dm 

und die Anfangsbedingungen «1 = 0, -^ = 1 flir 8 = 0. Wir bezeichnen 

jetzt mit a eine beliebige reelle positive Constante und vergleichen die vor- 
stehende Diflferentialgleichung mit der anderen 

-^ + a'm = 0, 
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ZU der wir die gleichen Anfangsbedingungen hinzufügen. Man bestätigt 
leicht, dass diese letztere Gleichung nebst ihren Anfangsbedingungen durch 
die Function 

m = — sin(flw) 
erfüllt wird, fllr welche der Quotient -^ = — tan(flw) unendlich gross wird, 

dm ^ 
di 

und zwar zum ersten Mal im Punkte s = -s— • Da man es nun durch hin- 

2a 

längliche Verkleinerung des absoluten Werthes von ß dahin bringen kann, 
dass die Grösse k = ~^ innerhalb des ganzen Intervalles • • • -^ grösser 
bleibt als a^ — dies ist z. B. sicher der Fall, wenn man ß so bestimmt, 

dass -el%>(^ ist, wo 6 den Werth von k^ für 8 = ~ bezeichnet — so 



^, ^^ .«,., .,^. ^ «v>« ,.w.x. .w« ^2 -^ o~ 2a 



m 



wird dann nach dem im III. Abschnitt bewiesenen Satze auch -3— für einen 

am 
ds 

Werth von a unendlich, der ^ -s— ist, d. h. die vom Scheitel ausgehende 

geodätische Linie K=^ ß wird von den benachbarten geschnitten und hört 
also auf, kürzeste Verbindung ihrer Endpunkte zu sein. 



Auf dem elliptischen Paraboloide können die Differentialgleichungen 
einer geodätischen Linie bekanntlich im Allgemeinen durch elliptische 
Functionen, und wenn die betrachtete Linie durch einen der Nabelpunkte 
hindurchgeht, durch Exponentialfunctionen integrirt werden. Durch eine 
Rechnung, welche der für das Hyperboloid durchgeführten ganz analog ist, 
erweisen sich die Nabelpunkte auch hier als Punkte erster Art. Dagegen 
sind alle anderen Punkte von der zweiten Art. 

Wenn also das Rotations-Paraboloid in ein elliptisches übergeht, so 
wird der Scheitel auch in Hinsicht der Beziehungen, die wir hier im Auge 
haben, durch die beiden Nabelpunkte ersetzt. 

Dresden, im September 1880. 
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Sur quelques points de la thäorie des fonctions. 

(Extrait d'ane lettre de M. EernnU k M. Mütoff-'Leffier). 



Li importante proposition ä laqnelle est attach^ d^sormais votre nom 
dang la th^rie g^n^rale des fonctions, a fait le snjet d'nn travail de M. 
WeieritrMs, publik dans le n^. d'Aoüt 1880 des Monatsberichte, et dont j'ai 
fait r^tnde avec le plus vif int^r^t L'illustre g^om^tre, qoi est parvenn 
par une voie simple et rapide ä d^montrer votre th^or^me, l'^nonce comme 
il snit 

Soit fi{x)j AC^X ••• nne soite ind^finie de fonctions rationnelles, 
telles que fy {x) ne devienne infinie qne ponr x = ay] et snpposons qne, les 
modales des termes de la soite ind^finie ai, (h^ ••• allant en croissant, on 
ait la condition : limite 0^ = 00 ponr v infini. On peut alors toujoors former 
une fonction analytique uniforme f$(fl?), avec le seul point singnlier oc, 
n'ayant d'autres pöles que «i, Oj, etc., et teile que la diflf^rence 3(ic)— A(^) 
soit finie pour x = Oy. 

En r^fl^chissant k la m^thode donn^e par M. Weierstrass , j'ai ^t^ 
conduit k suivre une marche un peu diffi^rente, et ä quelques remarques que 
je vais vous communiquer succinctement J'ai consid^r^ d'abord la d^riv^e 
logarithmique d'une fonction *(a:), holomorphe dans tout le plan, de sorte 
que les fonctions rationnelles fi{x\ /iC^), etc. soient simplement: 

~ « • eic. 

Deux hypoth^ses m'ont paru devoir €tre faites. Je supposerai dans 

la premi^re qu'en retranchant de un polynöme Py{x) dont le degr^ 

a une limite sup^rieure finie et ind^pendante de r, que je repr^senterai par 
n— 1, et posant 
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la somme 

^(x) = F,{x) + F,{x) + *'^ 

remplisse les conditions de l'^nonc^. Dans la seconde, j'admets au contraire 
qu'il soit n^cessaire que le degr6 des polynömes Py{x) augmente au-delä 
de toute limite, Ceci pos^, vous voyez en premier lieu qu'ä T^gard de la 

d^riv^e d'ordre n^ Z);-^^^, les polynomes entiers Py{x) disparaissant, on 

est amen^ k la s^rie JS* ^ , qui par cons^quent doit 6tre convergente. 

De cette Observation fort simple d^coule la remarque suivante. Admettons 
que pour une certaine valeur du nombre entier n, la s^e: 

1 11 



remplisse cette condition, et posons 

*'^ ^ ay ' ai ' ' a; 
On aura: 



tty—x ^^ ^ ajCöy--«) 
et par cons^quent: 



%{x) = 



X' 



aliüy—x) 

Or en exceptant seulement les pöles, je dis que cette fonction sera finie, 
pour toute valeur de la variable. Ecrivons en eflfet: 

et consid^rons la s^rie formte avec les modules de tous les termes, k savoir: 



Moda-+'Modri — ^^ 

"" \ üyy 

A partir d'une certaine valeur de v, teile que le module de — soit inf^rieur 

Qy 

ä l'unit^, on aura ind^finiment: 

Modfl-— )>l-Mod— d'oü * ^ * 



Modfl-— ") l-Mod— ' 

^ Oy/ Oy 
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de Sorte que les termes sont ceux de la s^rie convergente JS* ^ ^^^ multi- 

pli^s par des facteurs dont le maximum peut 6tre rendu aussi voisin qu'on 
le voudra de Tunit^, k partir d'une certaine valeur de r. Ayant ainsi 
d^montr^ que f5(a?) est une fonction analytique avec Tinfini pour seul 
point singulier, je in'arr6te un moment aux s^ries divergentes ä termes 
positifs 2uy, qu'on transforme en s^ries convergentes en ^levant ces termes 
ä une mSme puissance. Supposant comme le demande la r^gle de Gauss 
Fexpression rationnelle : 

Uy "" v^-j-aV-^-f.- ' 

admettons que a'—a soit positif et non sup^rieur k Tunit^. La s^rie sera 
divergente, mais ayant: 

on voit qu'il suffit de d^terminer n par la condition : n («'— a) > 1 , pour 
que la transform^e ^t^ soit certainement convergente. II est cependant 
des cas oü, si grand que soit n, 2ul a toujours une somme infinie. Soit en 

eflfet, «y = -[ — — 7 et prenons la somme ä partir de y = 2. La fonction 
-j: — y ^^^t continuellement d^croissante avec la variable, nous emploie- 

"71 — V 
— -— , si Ton fait: loga? = <; sous cette 

log 2 

nouvelle forme on reconnatt imm^diatement qu'elle est infinie, et nous en 
concluons que quel que soit n, la s^rie 

1 1 1 



• • • 



(log2)- ^ (log 3)- ^ ^ Gogi')' 

est divergente. Nous justifions ainsi l'hypoth^se admise et qui est main- 
tenant ä consid^rer, oü le degr^ du polynöme Py {x) doit croltre ind^finiment 
avec le nombre r. 
Soit alors: 

FAX) = J-+-£- + ... + ^, 
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on anra: 

F^{x) ^— P^x) = ^.^"^ , 

et par cons^quent: 

X X AB*' 

Or nne teile s^rie ^tablit rexistence d'nne fonction analytiqne, car ä Fex- 
ception des pöles, eile est convergente ponr toute valenr de la variable. 
En effet, la racine de degr^ r du terme de rang v, est la qnantit^: 

— i" dont le modale a pour limite z^ro, lorsqu'on suppose v infini. 

ay(ay—xy 

Votre th^or^me ainsi d^montr^ dans ce cas de la d^riv^e logarithinique d'ane 

fonction holomorphe conduit ä la d^composition en facteurs primaires de 
ces fonetions holomorphes dont la d^converte est dne ä M. Weierstrass. 
En eflfet, Texpression: 

n'ayant plus de pöles, est dans tont le plan une fonction holomorphe, qn'on 
pent repr^senter par &{x)] et de la relation 

je conclus, en faisant ^k{x)=^j Pi{x)dXylB, formale 





[(1-X)*H 



J'aborde maintenant les fonetions uniformes non holomorphes dont les r^sidus 
sont des constantes quelconques; et je supposerai d'abord que les infinis soient 
tous simples, de sorte que les fractions rationnelles /i {x\ f^ {x\ etc. seront : 

IL R 

— -^ , — ^^ , etc. Comme pr^c^demment je pose une premi^re hypoth^se 
en admettant que pour une certaine valeur du nombre entier n, la s^rie: 



Mod--^+Mod-?^ + .-. + Mod-:|^ + 
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soit convergente. Faisant alors: 



Oy a; ö: 



puis: 



on encore: 



3(^) = ^<^-P^^^)] 



5(x) == -- *'^" 



a;(ay— a?) 



= J? - 



il snffit de comparer les denx s^ries 



-TMod 



y 



^Mod-^.Mod— ^ 

ar 

ponr reconnattre comme pr^c^demment que la convergence de la premi^re 
entratne celle de la seconde. Nons ^tablissons ainsi l'existence de la fonetion 
analytiqne i^{x) et j'ajoute qn'on doit aussi regarder comme enti^rement 
d^montr^e, Texistence de ses d^riv^es des divers ordres, attendn qn'elles 
sont dorniges par des s^ries convergentes ponr toute valenr de la variable. 
D^signant donc par 3»(a:), ce que devieilt S(^)) s^ 1'^^ remplace les con- 
stantes R, par Ry, et admettant la convergence des suites: 

-SMod *'' 



y 



on aura successivement : 

Nons en tirons, en faisant ponr abr^ger 

%{x) = RrPy{x)+RlK{x)+iRlP';{x)+'^' 

la relation suivante, oü je suppose express^ment que le nombre des frac- 
tions simples n'augmente pas ind^finiment avec v, restriction qne n'exige 
pas votre m^tbode ni celle de M. Weierstrassy ä savoir: 
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Le second membre donne comme on voit une fonction analytiqne teile qne 
si on en retranche la somme 

Rv Rv R 



j rz I zir L.,. 

c'est-ä-dire la fraction rationnelle la plus g^n^rale qui ait la quantit^ Oy 
pour seul p6le, la diff6rence cessera d'dtre infinie pour x = ay. 

C'est ä ce in£me r^sultat que je dois maintenant parvenir en me plagant 

dans la seconde hypoth^se, oü les diverses s^ries: -TMod-— ^ sont diver- 

gentes pour toute valeur de n. J'admettrai en premier lieu que les infinis 

Boient tous simples de sorte qu'on ait fy{x)^ — ; en faisant alors de la 

mani^re la plus g^n^rale: 

P^{x) = -L+^ + ...4.^__ 
ay a; oj^»' 

la question est de d^terminer les nombres entiers o)y par la condition que 

la s^rie: 

soit convergente dans tont le plan. Soit k cet eflfet: 

ModÄ^ = [ModaJ^%- 
nous ferons deux parts de cette s^rie, en r^unissant dans la premi^re les 
termes oü p^ est n^gatif ou nul, la seconde comprenant les termes oü Qy est 
positif. Consid^rons les modules des termes et pour ne pas multiplier les 
notations, repr^sentons-les ainsi: 



(Mod ayf^-^^*^ Mod(a^-a;) (Modayf^'^^ MoA{ay-x) 

en admettant, ce qui est le seul cas ä envisager, qu'elles aient une infinit^ 
de termes. 

Cela pos^, on voit imm^diatement k T^gard de la premi^re, qu'on 
la rend convergente si Ton prend pour Wy un entier positif, tel que co^ + p^ 
ne soit pas moindre que v, et j'observe ä cette occasion, que la propri^t^ 

x^ 

de la s^rie -2* — ;; dont je fais usage, a ^t^ d^jä signal^e par M. Weter- 

<ly(ay X) 

$tras$ au commencement de son memoire sur les fonctions analytiques uni- 
formes d'une variable. 

8» 
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Passant ä la seconde, je pose 

Moda^ = (Miodoy^iY 
de Sorte qne l'exposant a soit snp^rienr ä rnnit^. Le modnle du terme 
g^n^ral devenant ainsi: 

(Moda?)">- 

(Moda^.O"^"^-^''^ Mod(a,-a?) 
faisons 

€y ^tant une quantit^ positive teile que (o^ soit an nombre entier, et qne cet 
entier ne soit pas inf^rienr ä v. La quantit^ pr^c^dente peut alors s'^crire : 



(Med— ^y 



(Med o,.-!)'" Med (ay — a?) 
et Ton Yoit que sa racine de degr^ v a z^ro pour limite pour r infini, de 
Sorte que nous obtenons encore une s^rie convergente qui d^finit une fonc- 
tion analytique. La valeur de coy donn^e par l'expression: 



^ a — 1 a — 1 

peut se mettre sous cette autre forme: 

^ logModa,.— logModa,,.! *' 

en prenant J, de mani^re ä obtenir un entier non inf^rieur ä i^^ et quant 
au Premier de ces nombres correspondant k i/ = l et que ne d^termine pas 
cette formule, il est clair qu'on peut le prendre arbitrairement , et le 
supposer par exemple ^gal ä z&o. Enfin je remarque que la convergence de 
la s^rie par laquelle nous d^finissons la fonction f^ {x\ subsiste dans ses d^- 
riv^es, de sorte que nous d^montrons ä la fois l'existence comme fonctions analy- 
tiques de 3(x), 3'(aj), 3"(a?) etc. Nous pouvons donc comme plus haut, 
construire une fonction teile qu'en en retranchant la fraction rationnelle 
unipolaire la plus g^n^rale: 



Oy—X (tty—Xy ^ (ßy--Xy 

le reste soit fini pour a?=Oy. 

C'est une seconde d^monstration de votre th^or^me que je vous oflfre, 
mon eher ami, apr^s votre illustre mattre, en t^moignage de mes sentiments 
de Sympathie et d'estime pour votre talent. De ce th^or^me dont M. Weier- 
strasi a fait si justement ressortir i'importance, je vous indiquerai une con- 
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s^qnence pour la d^monstration d'an des plus beaox r^sultats donn^s par 
le grand analyste dans son memoire sur les fonctions analjtiques uniformes 
d'une variable. C'est un de mes ^l^ves, M. Bourguet, qui a expos^ dans son 
examen de doctorat la m^thode suivante pour arriver ä l'expression d^couverte 
par M. Weierstrass d'une fonction 4>(a:), ayant une infinit^ de pöles et un 
nombre d^termin^ de points singuliers essentiels. 
Soit encore ^{x) votre fontion, et posons: 

<p{x)+^{x) = n{x) 

de Sorte que cette nouvelle quantit^ n'ait plus aucun pole, mais seulement 
n points singuliers essentiels Ci, Cj, C3, ... c«. Consid^rez une circonförence 
de rayon R, ayant son centre ä Torigine et renfermant les points c d'une 
part et de l'autre le point x. Autour des points c d^crivons des circon- 
f^rences de rayon infiniment petit q, et repr^sentons les integrales de la 

fonction — ^^, eflfectu^es le long de ces circonf^rences par: 

— —dz; soit pareillement: / — ^ds 

(?) (Ä) 

l'int^grale relative ä la circonf(6rence de rayon jR; je partirai de la relation 
suivante : 

^ ' J &—X J »— a: 

(e) w 

oü le signe 2 se rapporte aux divers points Ci , Cj , ... c,. Cela pos^, soit 

pour obtenir les integrales qui les concement: 
on aura: 

J z—x J x—c—oe^ ^ 

(?) u ^ 

Employons maintenant, dans Thypoth^se de (> infiniment petit, la s^rie: 

+7Z — r\F + *" 



X — c — Qe^ X — c (a?— c)' 

qui sera convergente en supposant x aussi voisin de c qu'on le voudra, 
et soit pour abr^ger: 







nous aurons cette expression: 
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Faisant donc: 

G{x) = JiX + J2x'^+*'»+J^x'*'\"*' 

on pourra ainsi ^crire: 

(e) 
or il est visible que G( _ ) 6tant fini, pour toute valeur de x sauf x= c, 

G{x) est une fonction holomorphe ayant Tinfini pour seul point singulier 
essentiel. Notre relation nous donne en cons^quence: 

/7(x)-:^G(-i-) = ^/-^^d,,. 

^ ^ \x—c^ 2%n J 2— a? ' 

(Ä) 

or rint^grale du second membre se rapportant k une circonf6rence de rayon 
aussi grand qu'on veut, la s^rie: 

1 \ . X x^ 

Ä— a? a ^ ä' ^ ^ 2-+1 ^ 

sera convergente pour une valeur arbitraire de x. Elle donne donc naissance 
ä une fonction holomorphe et nous parvenons bien ä la formule de 
M. Weierstrass: 

en faisant entrer sous le signe -5* cette demi^re fonction qui a pour point 
essentiel Tinfini. De la mßme mani^re sans doute s'^tablirait la proposition 
plus g^n^rale que vous avez donn^e en 1877 dans les m^moires de l'Acad^mie 
des Sciences de Stockholm. Maisj'aborde une autre questionen vous d^ve- 
loppant davantage ce que je n'ai fait qu'indiquer dans ma derni^re lettre. 

La notion analytique de coupure que Riemann a le premier intro- 
duite dans la th^orie g^n^rale des fonctions, me semble avoir une origine 
enti^rement ^l^mentaire et s'offrir comme d'elle-meme dans T^tude de Tint^grale 

J G(L z) 

u 
sous le point de vue que je vais en poser. 

Je suppose en premier lieu, que dans l'int^gration la variable / soit 
reelle et aille en croissant de /<, ä t^ et j'admettrai aussi que les fonctions, 
F(/, z) et G{t, a) pouvant etre reelles ou imaginaires soient holomorphes 
en t et &. 

Cela ^tant, la fonction: 
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anra une valeur nnique et finie pour tous les points da plan, ä Texception 

du lieu qu'on d^termme par la coDdition G{t, z) = 0. Cette ^qnation fait 

correspondre k la s^rie des valenrs reelles, de t, croissant de /u ä fi, nn 

nombre tantöt fini tantöt infini de portions de courbeß ou de courbes enti^res 

suivant les cas, indiquant ainsi les points du 

plan oü l'int^grale ne donne plus la valeur 

de la fonetion. Mais ces courbes ont une 

signification plus importante; elles con- 

duisent ä la notion de coupure d'une 

mani^re facile comme vous allez voir. 

Soit la courbe de la figure l'une d' elles 

rapport^e aux axes rectangulaires OX, Y 

et if un de ses points pour lequel on a : t = ö, » = ^. Je vais calculer la difK- 

rence des valeurs de * (ä), aux points N et iV, pris sur la normale en if ä 

des distances infiniment petites MN, MN' Egales entres elles, et le earact^re 

analytique auquel je veux parvenir, r6sultera de ce que cette difKrence est 

une quantit^ finie. 

Formens d'abord l'^quation de la normale en partant de la relation: 
{X—x) dx + iY—y) dy = 0, oü X et 7 d^signent les coordonn^es de la droite 
et X et y celles de la courbe, que Ton suppose fonctions de t. On peut 
la remplacer par les deux suivantes: 

l ^tant une ind^termin^e reelle; on en tire: 

X-x-^-iiY-y) = -a 
et par cons^quent: 

X+iY = a-iil 



dt 



di_ 
dt ' 

Maintenant l'^quation de la courbe ^tant donn^e sous la forme 
G(/, J5) = 0, nous en d^duisons: 

d» _ Dt G(t, g) 

dt "" D^G(t,z)^ 

^En excluant donc les cas oü Ton aurait pour certaines valeurs particuli^res 



64 Hermiie, sur quelques points de la tMorie des fonciions. 

de t et de ä, /)< G (*, js) = 0, ou /),G(<, js) = 0, l'affixe d'nn point quelconque 
de la droite sera: 

Faisons ensuite afin de s^parer les qnantit^g reelles et imaginaires : 

ß,Gft») P^^ 

et nons aurons pour la normale les deux ^quations: 

X = X'-lq 

qoi donnent lieu ä la remarque snivante. 

Sapposons d'abord p diffl^rent de z^ro, je nommerai direction positive 
la partie de la droite qui an-delä dn point de rencontre avec la coorbe, 
s'^l^ve ind^finiment an-dessus de Taxe des abscisses, et direction negative 
Fantre partie. On voit que p ^tant positif, la direction positive s'obtient si 
l'on fait crottre l de z^ro ä l'infini, l'autre ^tant donn^e par les valeurs 
negatives de Tind^termin^e , tandis que ce sera l'inverse dans Thypoth^se 
de p n^gatif. Faisons en second liea Thypoth^se de p = 0, de sorte que la 
normale seit parallele ä Taxe des abscisses. La direction positive sera alors 
Celle de la partie positive de cet axe, et s'obtiendra en donnant ä X des 
valeurs de signe contiaire ä celui de q. 

Ceci Stabil, soit pour plus de clart^: 

et supposons qu'en M^ on ait: t = ö, z = ^. L'affixe du point N situ6 sur 
la direction positive de la normale, sera donn^e pour une valeur infiniment 
petite et positive de l, par la formule: 

oü €, ^tant Funit^ en valeur absolue, a le signe de p lorsque p n'est point 
nul, et dans le cas de p = 0, le signe de — q. 
Cela pos^, faisons encore: 

en n^gligeant les infiniment petits du second ordre, on aura: 
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c«, ,) = cc/, o+(aMA^. 

Enfin mettons pour abr^ger P et ß au Heu de P{ßy^ et Q(ß,^\ 
ces expressions donneront: 

Passant ensuite du point N k son sym^trique iV, il viendra par le 
changement de il en — ^: 

^^"' J Q6(t.0-UkPQ(t,0 **' 
et apr^s une r^duction facile: 

Voilä donc la quantit^ dont j'ai maintenant k d^tenniner la valeur. 
C'est comme vous voyez une integrale singuli^re puisque l doit 6tre suppos^ 
infiniment petit, et nous avons k consid^rer uniquement les ^l^ments infinis 
donn^s par les valeurs de la variable , qui annulent G (f, ^. Or une teile 
valeur est i = ö; j'ajoute qu'entre les limites < = A), ' = 'i, T^quation 
G(f, ^ = ne peut avoir aueune autre racine / = 0\ Cette circonstance 
ne s'oflErira en eflfet qu'autant que ä = ^ sera un point double, et alors 
devront avoir lieu, comme il est tr^s facile de le reconnattre, les conditions: 

G{t, ä) = 0, D,G{t, ä) = 0, D,G{t, ä) = 0, 

contrairement aux restrictions qui ont ^t6 faites pour obtenir T^quation de 
la normale. II suit de lä que nous pouvons poser en n^gligeant le carr^ 
de t-O: 

puis remplacer imm^diatement par ö, la variable /; on trouve ainsi en 
simplifiant, Texpression si connue oti u et v sont des quantit^s positives 
infiniment petites: 

Ce rfeultat met en ^vidence pour les courbes telles que celle de la figure, 
le caract^re analytique de coupures ä l'^gard de la fonction * (a). La discon- 
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tinuit^ est m6me d'nne natare plus complexe que celle, qoi Jone nn si grand 
röle dans les travanx de Riemanuy puisque la diffi6rence des valeurs de la 
fonction anx denx points en regard N et N' n'est plus senlement nne constante, 
mais varie avec la position du point M. Par Ik se tronvent rattach^es ä des 
consid^rations ^l^mentaires qni s'offrent je pnis dire n^cessairement an d^bnt 
du calcnl integral, les vnes expos^es r^cemment par M. Weierstrass snr le 
mode d'existence des fonctions de TAnalyse. (Snr la th^orie des fonetions, 
Comptes rendns de FAcad^mie des sciences ä Berlin, Aoüt 1880.) J'essaierai 
tont ä l'henre d'y revenir, mais je venx imm^diatement faire nne application 
de la formnle obtenne k nn exemple qni permette de v^rifier le r^nltat 

Soit *(ä) =y . 2 X?"^'' ^^ tronve snr-le-champ qne les 

conpnres sont les droites x^{^k-\-l)n^ k 6tant enti^re; mais 11 fant bien 
remarqner qne chacnne de ces droites est dans tonte son ^tendne nne eon- 
pnre, ponr Tnne et l'antre des integrales: 

J l + 2rco8»4-/' J l4-2/C0824-(' ^^' 



u 



qn'il fant par snite consid^rer snecessivement ponr obtenir la Variation de 
*(ä). Soit en effet C=(2&+l)^+»f et ponr fixer les id^es snpposons I 
positif; ä cette valenr de ^ correspondent denx valenrs de <^ l'nne plns 
petite qne rnnit^ Ö = 6~^ et Tantre plns grande = 6^ Nons avons en 
cons^qnence ponr la premi^re integrale, nne Variation qne la formnle g^n^rale : 

— ^ p/i9 n apr^s des r^dnctions faciles et en remarqnant qne b = —1, donne 

^gale ä 71 6""*^. Ponr la seconde on obtient par nn calcnl semblable Tie^; 
il en r^snlte qne: 

*(]V')-*(iV) = n{€f^+e-^^). 

C'est ce qne je vais v^rifier an moyen de la formnle de Legendr e: 



r 






l4-2lco8i54-<" sina^ ' 

oü Ton doit snpposer la partie reelle de ä comprise entre — ti et + ti. Mais 
nons avons ^videmment * (ä + 2^1) = * (ä), ce qni pennet d'obtenir la fonc- 
tion dans tont le plan, et va nons donner les valenrs de: 

*(iV) = *[(2&+l)7i + i|-A], 
*(]V) = *[(2&+l)^+»l+A]. 
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Obaervant qne la quantit^ infiniment petita l est positive, je retran* 
cherai de rargument de la premi^re 2k7i, et de Targament de la seconde 
2{k+l)n. CeUk fait, il est permis de poser 1=^0^ et noos troavons imm^- 
diatement: 

^ ^ Bin an ? v / sinan 

d'oü: 

*(iV)-*(iV) = 27ico8ffl| = 7i(e«^ + e-^). 

On Yoit ainsi, ponr le dire en passant, combien une Observation plus 
attentive de r^snltats de ealcul integral depnis longtemps eonnus, anrait pü 
ais^ment condnire aux notions analytiques noavelles, de notre ^poque. 

La notion de coupnre se präsente de la mani^re la plus simple dans 
mn cas particulier qne je vais maintenant consid^ren Soit f{f) une fonetion 
uniforme qui ne contient pas z et ayant un nombre fini ou infini de pöles. 
Si Ton pose: 

Yous Yoyez qu'ä cbaque p61e correspond une coupure repr^sent^e par un 
Segment de droite parallele k Taxe des abscisses, ou par cette parallele tout 
enti^re si les limites sont — oo et +00. Cela ^tant, la formule g^n^rale: 

*(JV)-*CiV)=i!^ 

s'applique seulement dans le cas des pöles simples. D^signons Tun quel- 
eonque d'entre eux par p, l'af&xe ^ du point M de la coupure se d^termine 
en posant Ö + ^ = p,- nous observons ensuite que si Von fait: 

d'oü: 






ainsi « doit €tre suppos^ ^gal ä +1. Nous trouvons donc en changeant 
les signes des deux membres: 

oü la qaantit^ wf\ ®^* pr^cis^ment le r^sidu de f{t) correspondant au p61e 
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p. Le r^snltat ainsi obtenn sabsiste quel qne soit l'ordre de mnltiplicit^, 
on le d^montre ais^ment comme il suit 

Consid^rons la fonction rationnelle, on plntöt le groupe des fractions 
simples : 

i-P "^ 0-pr "^ (t^py "^••' 

qui est tel qu'en le retranchant de f{l), la diflP6rence soit finie pour t==p. 
II est clair qn'ä T^gard de la coupure attach^e an p6le p, on obtiendra la 
diff6rence * (iV) — * (iV), en snbstituant cette fonction rationnelle ä f{t). Or 

D 

la fraction simple eonduit comme nous l'avons dit, h, la qnantit^ con- 

stante — 2i7ifl,- ponr les antres termes de la forme .^^^ on a ä con- 

sid^rer Vint^grale: 



J L (t-d+ay^^ f/-ä-a>+^ J^'^ 



en faisant z = 0—p, oü est qnantit^ complexe entre Aj et ti. La valenr 
rationnelle de Tint^grale ind6finie, k savoir: 

_±r \ \ 1 

ni(t-d+ixy (t—d-ayj 

montre qn'elle s'^vanouit avec l, de sorte qae nons avons simplement: 

<P(]S)-<i>{N') = -2mR. 

Ce r^snltat est snsceptible de beanconp d'applications ; en premier 
lien je vais en d^dnire, en snpposant qne f{t) soit nne fonction rationnelle, 
la valenr de l'int^grale d^finie 

Partant ponr cela de la fonction: 

— » 
je remarque d'abord que Ton a: 



— oe 



et par cons^qnent *' (a) = , si Von admet comme il est n^cessaire que 
/(/) s'annule ponr des valenrs infinies de la variable. On voit ainsi que 
0(jss) est une constante ind^pendante de jss^ mais cette constante qui reste 
la m^me entre certaines limites, change de valenr en passant d'nn intervalle 
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ä un antre, comme on va voir. Nommons Oo+i^oj Oi + »fti, ... 0»+»*«, les 
pöleb de f{C)j rang^s snivant l'ordre croissant de grandeur des coefficients 
de f^ et Au, Ai, .../{« 9 les r^sidns qni leur correspondent Les coupures 
de ^(2) seront les paralleles ä Taxe des abscisses, repr^sent^es par les 
^qnations: 00+1*60 = '+ä^ Oi+i6i = /+J5, . . . ou bien en faisant z=x + %y: 
y = +6y^ y = -{-6^ ... etc., et ces paralleles pourront se trouver en partie 
au-dessons et en partie an-des&us de Taxe des abscisses. Cela ^tant, dans 
tout Tespace situ6 au-dessous de la premi^re, y = +6ü? la valeur de 
*(j5) ne change point et peut s'obtenir par cons^quent, si Von snppose 
Ä = — 00. On a donc alors *(») = 0, la fonction f{t) ^tant nulle pour nne 
valeur infinie de la variable. Franchissons maintenant la premi^re coupure, 
*(ä) s'augmentant de la quantit^ — 2f7ißo devient ^gal par suite ä — 2f7i/l„. 
En d^passant la seconde j^ = 61, on trouvera pareillement *(») = — 2f7r(/lü+Äi), 
et si Ton continue ainsi de mani^re ä atteindre Tespace illimit^ au-dessus 
de la demifere coupure y = 6„, nous obtiendrons pour cette demi^re r^gion : 

*(») = -.2CT(ß„+Ä, + . .. + /?,). 

Mais alors, comme pour la premi^re, la valeur de *(») se trouve 
^gale ä z6ro en faisant » = + 00 , d'oü la* condition bien connue 2R = 0, 
qui exprime que le degr^ du num^rateur de la fonction rationnelle est in- 
f^rieur de deux unit^s au degr^ du d^nominateur. Ce qu'on vient de voir 
donne pour tout le plan la d^termination de *(«), et nous en concluons 
rintiSgrale propos^e, sous la forme: 

*(0) = -2t7r[ßo+Ä, + - + Äj = 2m[Ä,^, + /t,^, + ... + Äj 

en supposant que la demi^re des coupures situ^e au-dessous de Taxe des 
abscisses soit y = 6*. Et en mßme temps se trouve sous forme d'int^grale 
d^finie l'expression analytique d'une fonction qui repr^sente dans Tintervalle 
de deux coupures cons^cutives une constante qu'on peut prendre ä volonte, 
et dont la valeur en dehors du Systeme des coupures est z6ro. Soit pour 
abr^ger, /? = Oo + t*6oi Pi = «i + «^i etc. et posons : 



<— Po <-Pi '—Pj '-P 

ou bien: 

f(f\ - <^o(Po-Pi) I fi(P|-P«) I 

^^^ "" (<-Po)a-Pi)"*"('-PiX<-p.)"*" 

la fonction: 



+ 



C,_i(p._i— p-'* 



»J 



(t-p,.i)(t-p,y 



— ao 
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aura pour valeur — Co, entre la premifere et la seconde conpure, — Ci entre 
la seconde et la troisi^me, et enfin -- C^i dans le dernier intervalle. Rem- 
plaQant enfin ces constantes par des fonctions arbitraires de js^ ä savoir 
Fo («), Fl (ä), . . . F._i (ä), on parviendra ä l'expression suivante : 

V ^ "V V («_p,_,)(«_p,_ji) "^ ^'^ V («_p, _,Xl-p,— ») 

— OD ■ OD 

par laquelle n fonctions diverses sont snccessivement repr^sent^es dans las 
intervalles consid^r^s. 

Ce r^oltat pent se g^n^raliser si Ton snppose qne la variable I cesse 
d'6tre reelle ponr suivre an chemin d^termin^, les droites qni fignrent les 
coupores ayant alors ponr transform^es des lignes courbes dont la natnre 
dopend de ce chemin. De lä me semblent r^snlter ponr la conception g^n^- 
rale des fonctions en analyse des conclnsions semblables ä celles qn'a 
obtennes M. Weierstrass en se plagant ä nn point de vne bien diffi^rent, 
dans nn travail de plns hant int^rSt snr la th^orie des fonctions publik par 
l'illnstre g^om^tre dans les Comptes rendns de TAcad^mie des sciences de 
Berlin (Aoüt 1880). 

Je vais encore traiter de la mSme mani^re qne pr^c^demment la 
d^termination dans tont le plan de la fonction: 

oü f{f) est nne expression rationnelle en sin t et cos t sans partie enti^re et 
qni est par snite finie ponr des valeurs imaginaires infinies de la variable. 
On voit tont d'abord qne *(ä) est une constante, pnisque Ton a: 

et par cons^qnent *' (») = 0, la fonction f{t) ayant 27i ponr p^riode. D^ig- 
nons maintenant par p^ = a„+ 16«, pi = a, -ft6i, ... /?. = a^ + ib^, les pöles 
de f{t) qni sont compris entre Taxe des ordonn6es et nne parallele ä la di- 
stance 27i de cet axe. Snpposons-les toujonrs rang^s suivant Vordre croissant 
de grandeur des coefficients de i, et soient Äo, Äi, ... Ä., les r^sidns 
qni lenr correspondent L'un qnelconque d'entre eux, p^, d6termine nne 
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conpnre repr^sent^e par l'^quation: 

« 

d'oü Ton conclut en faisant » = x+iy: 

La premi^re ^qnation donne ponr x tontes les valenrs de — oo ä 
+ 00, si Ton fait varier < de ^ ä 271 + /^, par cons^quent les conpnres sont 
les diverses droites: y = boj y = 6,, ... y=^K. Ceci Stabil, d^signons par 
H la valeur que prend /(<+») en faisant Ä = a?+»y et y infiniment grand 
n^gatif ; nous aurons dans la r^gion du plan situ^e an-dessons de la pre- 
mi^re coupure: 4^{z) = 2nH, puis successivement, entre la premifere et la 
seconde conpnre, la seconde et la troisi^me, etc.: 

*(») = 2nH-2i7iRoj *(«) = 27i H-2in{R^+R^) etc. 

Enfin on obrient ponr la r^gion qni s'^tend k Tinfini an-delä de la 
demi^re conpnre: 

Cette expression qni compl^te la d^termination dans tont le plan de 
la fonction 4>{z\ donne lien k nne remarqne. Si Ton nomme G la valenr de 
f{t+s) ponr s = x + iy, et y infiniment grand positif, on a encore dans 
cette demi^re r^gion <P{s) = 2nG; or de lä r^snlte la relation qne j'ai 
donn^e dans mon Conrs d' Analyse (page 328): 

Ro+Ri+-+Rn = i{G-H). 

On en tire imm^diatement, si on l'appliqne ä Texpression cotg-^— /(<), 

la d^composition de f{t) en ^l^ments simples. 

Voici maintenant nne d^termination d'int^grale d^finie. Soit 

J = r-^ dt: 



e« 



nons anrons nne senle conpnre, Taxe des abscisses, et comme le r^sidn de 
^ est rnnit^, on obtient an-dessons de cet axe J = et an-dessns J = 2%n. 

—7— — dl y nons anrons inversement Jo = ^2 in 
an-dessons de Taxe, Ju = an-dessns et on en conclnt: 

2 J t — Ä ^ 2% J (— » 



— ao —00 
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dans U r^on infMeüre, pnis: 

ponr la r^gion aa-dessos de Taxe. Voua yoyez qne dans les denx cas 
Viütignlej — tL^ ^^ V^ ^'* P^ ^^ coupure, a la m€me yalenr, d'oü 

HC tire en sapposant « = 0: / ^5_ dl = n. 



Les expressiong de / et de J,i donnent encore: 

— X — » 

oa bien: 

et on en conclnt facilement suivant qne 5 est an-dessons on aa-deasua de 
Taxe des abscisses, dans le premier cas: 

et dans le second: 



— « —X 



Soit en dernier lieu f{t) une fonction nniforme ayant ponr p^riodes 
2K et 2iK'. Supposons qu'ä rint6rienr dn reetangle dont les sommets ont 
ponr af&xes: 

les pöles rang^s dans le mgme ordre qne pr^c^demment, soient po^ fi, ... p». 
Les eoupnres en nombre infini de la fonction 

nt+i)dt 

seront d'abord: 

» = 6ü, » = 61, ... y^K 

pnis en attribnant ä ^ tontes les valenrs enti^res de —00 k +00: 

y = b,+ 2fiK', y = b,+2uW, . . . y = 6.+ 2fiK\ 

Nommons encore /I09 ^i? . * • /{» les r6sidns correspondants anx pöles, 
/?(„ Pi, ... /?„. 11 est clair qu'^tant donn^e la valenr contante de *(») entre 
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deox conpures cons^cntives, on en d^duira la d^termination de la fonction 
dans tont le plan. En supposant par exemple qu'entre la conpnre y = bo 
et Celle qui la pr^cMe, y = b^—2IC , on ait *(ä) = 0ü7 nous obtiendrons 
snccessivement, entre la premi^re et la seconde, la seconde et la troisi^me etc. : 



puls imm^diatement au-dessus de la derhi^re y = 6, : 

Mais les points de cette r^gion s'obtiennent en ajontant 2iK' aux points 
de la premi^re, dans laquelle nous avons * (ä) = ^o- On doit donc retrouver 
cette valeur 00? ce qui donne la relation fondamentale de la throne des 
fonctions doublement p^riodiqnes: 

que la consid^ration des conpures permet ainsi de d^montrer sans recourir 
h, la notion des integrales curvilignes. 



Postscriptum. Au th^or^me sur la somme des r^sidus d'une fonction 
doublement p6riodique se Joint un autre dont j'ai d6duit la d^composition 
de ces fonctions en ^l^ments simples, et qu'on d^montre encore avec facilit^. 

Soit f{t) la mgme fonction que pr^c^demment, et posons: 

"'■'> = TO-«"'- 

il consiste en ce que la somme des r^sidus de F{t) est ind^pendante de la 
quantit6 §. 

Je partirai, pour T^tablir, de la fonction 

et des relations concemant les deux r^gions pr^c^demment consid^r^es, ä savoir : 

*(a4-2t/r) = *o-2f7rS, 
en d^signant par S la somme des r^sidus de F{t). Cela ^tant, l'^quation 

W{x--2%W) _ R\x) in 
H(x-2iK') "" H(x) "^ K 
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fait Yoir que Ton a: 
et par cons^qnent: 

Or Texpression de 5 ä laqnelle nons sommes ainsi amen^, h, savoir: 

S = --^J f{t+z)dt 

est bien en effet ind^pendante de S. 

On donne dans les ^l^ments comme application des m^thodes de 
Cauchy, les integrales: 



l+a? Binan ' 

J-- dx = 7l(C0tgO7l— COtgÄTl), 



ou bien si Ton pose x = ^\ 

•/ l-t-c' "~" Sil 



— 00 



+6* sina^ ' 



.__ ^ rf/ = 7r(cotgo;i — cotgÄTi). 



— 00 



Elles s'obtiennent par la consid^ration des coupnres, comme vons allez voir. 
Soit d'abord f{l) = . ; les pöles de cette fonction sont: 

et en posant: 



nous en conclurons ponr conpnres, les droites y=={2fi+l)n. Consid^rons 
deox points jss et j5 + 2t7r^ s^par^s par la premi^re coupnre an-dessns de Taxe 
des abscisses y = ^; le r^sidu de f{t) qui correspond au p6le < = «ti, a pour 
valeur — e"*", et nous avons par suite: 

*(Ä + 2i7i) = 4>{z) + 2i7ie'''\ 

Mais d'antre part: 

*(»+2i7i) ^J^"f{t^z + 2in) dt = e''^-*(Ä) 
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d'oü la relation: 
et par coDS^qnent: 

Soit en second lieu: 

^ pbt 

les p61es seront t = 2fii7i, en exceptant la valeur /W = 0, de sorte que la 
fonction 



*(«) =/''V(<+«)rf« 



conservera la mSme d^termination entre les deux paralleles y = —27i et 
jf = 271. Nous ponrrons donc ^erire, en snpposant z compris entre les droites 
y = —71 et y = n: 

et cette relation donne poor z = 0: 



"" ^8ina;r sinfcn/ 
= 7i(cotga7i — COtgftTl). 

Cependant on peut d^sirer obtenir cette m^me integrale, directement 
et Ind^pendamment de la premtöre; on j parvient ainsi. 
Faisons ponr an moment: 

gO/ gftt 

de Sorte que les r^sidns de ._ qui correspondent aux p6les « = 2f7i 
et < = 4f7i, soient: 

Si nous snpposons z compris entre Taxe des abscisses et la premi^re 
coupure y = 27i, nous aurons en franchissant successivement cette coupure 
et la suiv ante y = 47r : 

*(Ä + 2f7i) = ^{z)-2inR,, 

*(a + 4f7i) = 4>{z)-2in{Ri + R2). 

10* 
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Or on trouve ais^ment la relation: 

*(j5 + 4i7r)^(a+/3)*(»+2»7i)+a/3*(Ä) = 0, 
eile donne sur-le-champ : 

pois en employant les valeurs des denx r6sidus: 

ou encore: 

Or il suffit de remplacer a et /? par leurs valeurs: e^*''% e^*"* pour 

obtenir: 

*(j5) = n^cotgan — cotgbn). 

Ces quelques exemples suffisent ee me semble pour montrer Tutilit^ 
de la notion de coupure. J'ajoute encore qu'en supposant imaginaires les 

limites de Tint^grale /'f(l+s)dt, et faisant t== (p{u) + iip{u)^ de mani^re 

que la variable d^crive un chemin quelconque entre ces limites, la coupure 
rectiligne qui correspond au pole p = a+ib, devient la courbe repr^sent^e 
par les 6quations: 

c'est-ä-dire le sym^trique du chemin d^crit par la variable, transport^ pa- 
rall^lement ä lui-m6me, de Torigine des coordonn^es au p61e. L'expression 
enti^rement ^l^mentaire au moyen d'une integrale d^finie, de fonctions Prä- 
sentant de telles circonstances, montre combien est n^cessaire et je puls 
dire g6n^rale en analyse Tid^e de discontinuit^ si longtemps limit^e ä ces 
deux faits, du passage par Tinfini des fonctions fractionnaires , des sauts 
brusques de la formule de Fourier et de quelques autres d^veloppements 
analogues des fonctions en s^rie. Mais ce ne sont pas seulement les inte- 
grales d^finies qui donnent naturellement et d'elles-m6mes ces nouveaux 
modes de discontinuit^ auxquels est attach6e la notion de coupure. H y 
a lieu tout autant je pr^sume, k l'^gard des 6quations lin^aires: 
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de consid^rer la Variation de l'int^grale, aux deux bords de la courbe d^- 
finie par la condition G{t, ») = 0- Et ä T^gard d'une ^quation: 

dont les coefficients ne contiennent pas s, on obtiendra des conpures recti- 
lignes attach^es aox points singuliers, en introdnisant cette variable de la 
mani^re suivante: 

Enfin d'autres circonstances que je ne puis qu'entrevoir obscur^ment, seront 
Sans doute r^v^l^es par T^tude de Tint^grale double: 



J J G \U ti, ä) 

<0 «0 



La condition G(<, ti, ä) = 0, ne d^finirait-elle pas en faisant varier / 
et u entre les limites de Vint^grale, un espace pour lequel ^chapperait la 
d^finition de la fonction de Sorte qne dans la conception g^n^rale de fonction 
on doive admettre ainsi que Ta ddjä dit M. Weiersttassy Texistence de la- 
eunes comme possible?*) 



*) Yoici au sujet de ces fonctions Präsentant des espaces lacunaires, des räsultats 
extremement intöressants qui m'ont ötä communiquös par un de mes äl^ves, M. Potn- 
ccariy ingtoieur des mines, professeur ä la Facult^ des Sciences de Caen. 
Soient 

n quantitäs imaginaires de module plus petit que 1, 

^1 J ^3' • • • ffn 

n quantitös imaginaires quelconques, x la variable indöpendante. La särie: 






Pi+PaH HP« 

oü Ton donne ä Pj, p,, . . . p» toutes les valeurs enti^res positives, sera convergente 
si X est extärieur au poIygone convexe circonscrit aux n points a^, a,, ... a^; eile 
sera divergente s'il est k Tintärieur de ce polygone. Elle d^finit donc une fonction 
pr^ntant ce polygone comme espace lacunaire. Cette fonction n'est qu'un cas par- 
ticulier de la suivante. 

Soit une äquation aux diffärences partielles, 

•t \ ¥^ ^* I w^ dz . , w^ dz 

(10 •'.^.Äir+"''''*ir"*""+"-'^'^ = * 
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oü F, , F, , . . . F« sont des fonctions däveloppäes en säries suivant les paissances 
croissantes de ti^ , ti, , . . . u» et d*un paramötre arbitraire x; ces fonctions sont sup- 
posöes se röduire respectivement k 

X — ©j, X — «, , • • • X — a,, 
pour 

ti, = w, = ••• = w» = 0. 

II existe une särie ordonnäe suivant les paissances des quantitös u, et satis- 
faisant fonnellement ä Täquation (1.). Les coefncients de cette sörie et sa somme 
quand eile est convergente, däpendent de x. 

Donnons ä Uj, ti,, . . . t«« des valeurs de modale saflBsamment petit, la särie 
döfinira une fonction prisentant comme espace lacunairei le polygone convexe cir- 
conscrit k a^ , a,, ... a». 

Paris, d^cembre 1880. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung; siehe Bd. 87 dieses Journals.) 

(Von Herrn L. W. Thom6 in Greifswald.) 



Uie homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coef- 
ficienten, in welchen der Differentialausdmck durch ein System normaler 
Differentialausdrücke (s. die Abh. des Veifassers Bd. 83 dieses Journals No. 1) 
darstellbar ist, sind in der folgenden Abhandlung weiter behandelt. Es 
werden die Integrale dieser Differentialgleichungen bei einem singulären 
Punkte im Anschlüsse an die Untersuchungen in Abh. Bd. 87 No. 7 III 
dargestellt (No. 1, 2), und es wird gezeigt, dass man im Allgemeinen 
(No. 5, 6, 9) bei diesen Differentialgleichungen den Werth ihrer Integrale 
mit beliebig vorgeschriebener Annäherung vermittelst elementarer Operationen 
(No. 3, 4) berechnen kann. Das Verfahren, den ursprünglichen Differential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darzustellen, 
welches in Abh. Band 83 auseinandergesetzt war, ist hier vereinfacht 
(No. 7, 8), und es ergiebt sich, dass die Durchführung dieser Darstellung 
hauptsächlich von der Auflösung algebraischer Gleichungen abhängt, deren 
Coefficienten auf algebraische Weise mit den Coefficienten der Differential- 
gleichung zusammenhängen und deren Wurzeln die Exponenten in den 
Entwickelungen der Integrale bei den singulären Punkten der Differential- 
gleichung bestimmen. Durch die in den Abh. Bd. 83, 87 und in der folgen- 
den Abhandlung erhaltenen Resultate ist nun die Integration der meisten 
linearen Differentialgleichungen der genannten Art vollzogen, 

1. 

In der Differentialgleichung 

mit rationalen Coefficienten sei der Differentialausdruck F^{y^x) durch ein 
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System normaler Differentialausdrücke, also unter folgender Form darstellbar: 

(2.) f^(ji, x) = yi, /;, (y„ a?) = yj, ... /;,(y,, x) = F«(y, x\ 
wo _ 

(3.) faM>^) = n,l^{Qr'yk.x) 

ein normaler Differentialausdruck ist, der determinirende Factor ^2^ = e'^*^*^, 
(^^(a;) eine rationale Function, die in Partialbrttche zerlegt zum constanten 

Gliede Null hat, und auch selbst Null sein kann, /a^Cyt^^) ^^ regulärer 
Differentialausdruck a*^®' Ordnung (s. Abh. Bd. 83 No. 1). In dem System (2.) 
kann die Anzahl der Bestandtheile / ^ 1 sein. Es sollen die Integrale 
dieser Differentialgleichung bei einem singulären Punkte dargestellt werden. 

Wenn die Differentialgleichung (1.) in mehrere Differentialgleichungen 
zerfällt, in denen normale Differentialausdrttcke gleich Null gesetzt sind, 
wenn es also Differentialgleichungen letzterer Art giebt, deren Integrale 
unter einander linearunabhängig sind und zusammen ein System linearun- 
abhängiger Integrale der Differentialgleichung (1.) bilden, so kommt man 
auf den Fall zurück, wo Differentialgleichungen mit nur regulären Integralen 
zu integriren sind, deren Integrale alsdann mit Ausdrücken S2=:e^'^ (3.) 
multiplicirt werden. Weiteres über diesen Fall folgt No. 9 I. 

Hier wird zur Untersuchung der Integrale der Differentialgleichung 
Pmiy, x) = bei einem singulären Punkte die Darstellung von F^ {y, x) durch 
das System (2.) zu Grunde gelegt. Nun sollen die Integrale bei einem 
singulären Punkte x = a im Endlichen betrachtet werden. Die Behandlung 
des Falles, wo der Punkt x = oo singulär ist, kommt durch die Substitution 

x=-Y (®' ^^^' ^^- ^^ ^^- ^ ^^2'^' ^^® vorliegende Abhandlung No. 5 (6.)) 
auf die des vorigen Falles zurück. 

In dem Systeme (2.) werden diejenigen auf einander folgenden Diffe- 
rentialausdrücke zu einem zusammengezogen, in welchen die in Partialbrüche 
zerlegten rationalen Functionen W(x) der determinirenden Factoren die 
Glieder, in denen sie für a; = a unendlich werden, übereinstimmend haben. 
Hierdurch entstehe das System 

(4.) F^iy, x) = yl, F,^{y\, x) = y^, ... F„,Xyo ^) = K(», x), 
wo 

(5.) F„^{y,, X) = e'-'K.ie'^^, x), (ft = 0...0 

ist, iTfc von der Form 2^c_a(a:— a)"*" oder gleich Null und je zwei auf ein- 
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ander folgende Grössen tcj, von einander verschieden, F^j^itfi,, x) ein homo- 
gener linearer Differentialausdrack «i*®'' Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, so be- 
schaffen, dass in der Differentialgleichung ^aj(y*^ x) = bei x = a der cha- 
rakteristische Index gleich Null ist. 

Die Exponentengleichung (s. Abh. Bd. 83 p. 119) von Fa^{yk,x) = 

bei X =a habe die Wurzeln 

(6.) r« (b = l...ai), 

die so angeordnet sind, dass diejenigen Wurzeln, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, auf einander folgen und unter letzteren die vorher- 
gehende einen reellen Theil habe, der nicht kleiner als der der folgenden ist 

Die Integrale von F„^ (y* ,x) = bei x =0 treten dann unter der 

Form auf 

(7.) ya = nifdxrü^Vf,2...Jviii.irkhdx, (6 = l...cft) 

wo 

(8.) n, = {x^ aY''-'^' v^tt (X) (b = 1 . . . «,) 

OD 

ist, tpjti (x) eine Entwickelung der Form 4^ c^ (a; — ay hat, worin Co von Null 

verschieden , c^ = c„ Qa , da eindeutig bestimmt ist , welche Entwickelung in 
einem gewissen Kreise mit x = a als Mittelpunkt und von Null verschie- 
denem Radius convergirt (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (14.)). Die Integrale von 

Fa,(yk,x)==e''F„^{e'^'y,,x)=^0 
sind 

(9.) yth = f^kijdxfii[^ fija . . Jl^T^-\ f^kbdx, (6 = 1... a J 
wo 

(10.) fi,^ = e"' nb (b = 1 . . . «t) 
ist Die Integrale von F^ {y, x)=:0 sind alsdann 

(11.) yi==lthjdxfiz^fi2'''jf^ili/^tdx, \h = l...cfü + aiH \-aj) 

wo in den ^i der Zeiger 

b = c = Oc, (c = l...«o) 
(12.) L ^ ,^ /c = l...«*^ 



b = a„+... + a,_, + c = ftC, Q^Z\\\[7) 



ZU setzen ist, alsdann die Werthe der fi aus (10.) zu nehmen sind. (Vgl. 
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Abh. Bd. 83 No. 9 I). 



(13.) 



Die Determinante der Integrale (11.) 
yi 1/2 • • • y«. 

^Vt dy^ iym 



dx 



dx 



d'^-^y, d"'-^ 



(iajw-J 



daf^ 



... 



dx 



dx^"^ 



= D 



ist (vgl. Abh. Bd. 87 No. 7 6): 

(14.) i) = ^x/i,...^.= e">'^. 

Die rationale Function pi werde in Partialbrüche zerlegt. Die singalären 
Punkte von F^ (y, a;) = im Endlichen ausser a seien a^ bis o^^i. Es werde 
zur Abkürzung 



(15.) 



|ra+rK+-+r,,,- ^"*-*>* = B, 



gesetzt, wo die ir aus (5.), die r aus (6.) hervorgehen, so findet sich gemäss 
(14.) oder, indem man pi aus (4.) herleitet, der Ausdruck 

(16.) e'^'''^ = c(a:-o)^-*--^^"e<l— ?:::^T... (l 5i:fLY«-^e^')-^Co) 

WO die Factoren (l — ^^~) für x = a den Werth 1 erhalten, U{x) eine 

rationale Function ist, die für a? = o nicht unendlich wird, c eine Constante. 
Diese Constante ergiebt sich alsdann aus der Entwickelung der beiden Seiten 
von (14.) bei x = a. Wird 

(17.) %, (a) tp^ (o) . . . ^^aj, (o) = ^k 
gesetzt, wo die ^ aus (8.) hervorgehen, so erhält man 

(18.) c =■ Ji^Ji..,Ji,, 
Unter den Wurzeln (6.) der Exponentengleichung von F„^ = bei 

a; = ö in der bei (6.) angegebenen Reihenfolge möge eine Gruppe im Ganzen 
von l! {}! ^ 1) Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, fi, r,, .. . r^. 



vorkommen. Dann werden aus (7.) die l' Integrale von F^^ = entnommen, 

bei welchen in dem zuletzt stehenden y« ^ dem Exponenten r« — b+1 
Tjj = Ti, r2, ... Ti, ist, und bei Ausführung der Integrationen durch Integration 
in den einzelnen Gliedern der Entwickelungen jedesmal das constante Glied 
annuUirt wird. Hierdurch erhält man die Entwickelungen dieser ^' Integrale 

von F„^ = 
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(a = l...iL') 

wo die Functionen ;f(a?) Entwickelungen der Form ^yj(a?—o)* haben, die 
bei demselben a für a? = a nicht alle verschwinden , Xaq^ (^) von Null ver- 
schieden ist. Wenn in den Grössen \fj{x) in (8.) p;^r,— r^^+l Anfangs- 
glieder entwickelt sind, so erhält man durch Ausführung der Integrationen 
(7.) bei diesen p Gliedern die p Anfangsglieder (von {x—äf an) in den 
Entwickelungen der Grössen xi dieselben verschwinden in dem Factor der 
höchsten Potenz von log(a?— o) nicht alle, wodurch die Zahl q^ bekannt 
wird (gemäss dem in Abh. Bd. 83 No. 9 vor (23.) Gesagten). 

Aus (11.) erhält man dann die entsprechenden l' Integrale eon 

(20.) Y, = t^i/dxfxT'/h-'/f^7X..^a,^,e'^YJx, (a = 1..^') 

wo für y« die Entwickelung (19.) zu setzen ist, bei Ausführung der Inte- 
grationen durch Integration in den einzelnen Gliedern der Entwickelungen 
jedesmal das constante Glied annullirt werden soll. Hier ist & > voraus- 

gesetzt; in dem Falle & = hat man die Integrale von F„^ = unter der 
Form (19.) mit e"^ zu multipliciren, wodurch man die Integrale von F„^ = 
erhält Aus (20.) und bei k = aus F„^ = gehen alsdann die Entwicke- 
lungen der X' Integrale ton F^ = hertor: 

(21.) YM^-oy'^'''^''-^'''-'\(Pai{x)+(p^^^^^ 

(a=l...;L') 

wo die Functionen (Pai{x) innerhalb des Bezirkes, der zu dem Punkte 
x=^a in der Differentialgleichung F^(y, a?) = gehört, abgesehen von 
diesem Punkte einwerthig und stetig sind, und daher durch die Summe 
zweier Potenzreihen, von denen die eine nach Potenzen von x—a, die 
andere nach Potenzen von (o?— a)"* mit positiven ganzzahligen Expo- 
nenten fortschreitet, dargestellt werden (s. Abh. Bd. 87 No. 1). Der Grund, 

weshalb die ganze Zahl «oH h«*-i, för welche bei & = Null eintritt, 

in den Exponenten r^^i- a,, + • • • + a^^y aufgenommen worden ist, wird in No. 3 
angegeben. Aus (11.) möge im Ganzen eine Gruppe von iL Integralen der 
Form (21.), in denen die Exponenten von x^-a sich von r^ nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, hervorgehen. 

11* 



84 Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Um nun die Integrale (20.) weiter zu untersuchen, wird zunächst 
von dem Systeme (4.) in Bezug auf die Wurzeln (6.) der Exponenten- 
gleichungen von Faj, = ^ {k = O..J) bei x = a vorausgesetzt, dass jede 
Wurzel der Exponentengleichung von F„ = sich von jeder der Expo- 
nentengleichung von F„j^ = 0, wo y $ X ist, nicht um eine gansse Zahl unter- 
scheidet. «4 in (21.) wird dann gleich q^ aus (19.), (Pag^i^) von Null verschieden. 

a.) Das Integral (19.) F« werde um den Punkt x = a herum innerhalb 
eines Gebietes, welches durch eine sich selbst nicht schneidende Linie be- 
grenzt wird und von singulären Punkten von F„^ = nur den Punkt x = a 

enthält, längs der Begrenzung in positiver Richtung (diese liegt zu 
der von Innen nach Aussen erstreckten Normalen, wie die Strecke +• 
zu der Strecke -|-1) fortgesetzt. Ein solcher Umgang um a? = o wird ein 

positiver genannt. Geht das Integral dadurch in [FJ über, so wird, indem 
jetzt X' = X ist, 

(22.) [Yj = ir,,y,+ir,,F,+...+/r,,.,y..,-Ke'"^-r,, (a = i...^), 

wo die K Constanten sind. Dieses ergiebt sich, indem man den positiven Um- 
gang um x=a successive in dem Integrale (7.) vornimmt. Die Constanten K 
werden entweder aus dem Integrale (7.) nach dem Verfahren Abh. Bd. 83 
No. 9 (25.) bestimmt, wozu es genügt, in den Grössen ^p in (8.) die ri— r^+l 
Anfangsglieder zu entwickeln und die Integrationen bei diesen auszuführen. 
Oder es wird nach Abh. Bd. 87 No. 2 I das Gleichungssystem aufgelöst, 

welches aus Gleichung (22.) und ihren a--2 (da der Coefficient von Y^ schon 
bekannt ist) ersten Ableitungen besteht Die Determinante desselben mit 

{x'-a)% wo g = — j;ri+ ^^"~ 2 ^ multiplicirt, ist bei x=^a einwerthig 

und stetig und für x = a von Null verschieden, wie sich auf folgende Weise 

ergiebt Wenn man die Integrale F« (a= 1...^) durch ein System Integrale 

von Fa^ = der Form 

(23.) f/i = yijdxyT^V2...Jyiliyidxy (b = l...i) 

ausdrückt, wo n = (^— ö)'^~*^*V'>(^) ist» % ^^^^ Entwickelung der Form 
^Ca(a:— a)" hat, worin Cy von Null verschieden ist, die Exponenten 

Ü 

r^ (b = l...i) in den y die in (19.) sind, und bei den Integrationen das 
constante Glied annullirt wird, so gehen in den Ausdruck von Y^ nur die 
Integrale yi, y, bis y. ein. Denn nach den Untersuchungen Bd. 87, pag. 242 
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ergiebt sich aus (7.), dass die Entwickelung von Y« (19.) zu dem Expo- 
nenten r^ gehört, und wenn r^ einfache Wurzel der Exponentengleichung 

von F„j = ist, dass nur der von Logarithmen freie Theil in Y. zu r^ ge- 
hört, wenn r^ mehrfache Wurzel ist und «-mal vorkommt und unter den 
8 in der Reihenfolge r, , rj bis ri nach einander stehenden gleichen Wurzeln 

die Z^® ist, dass in Y^ die (/— Ij*« Potenz des log(a?— o) die höchste von 

denen ist, deren Factoren zu r. gehören; entsprechend ist es bei y> in (23.), 
woraus sich das Gesagte ergiebt. Demnach unterscheidet sich die Determinante 

(13.) bei iii = a— 1 der linearunabhängigen Functionen Y^ bis Y^^i um einen von 
Null verschiedenen Factor, die Determinante der Substitutionscoefficienten, 

von der Determinante der Functionen t/i bis y^.i und letztere ist ^ii^2-.^«-i" 
Es genttgt zur Auflösung des genannten Gleichungssystems, in den Grössen 
Xa (c=l.*.a) in (19.) und den entsprechenden Grössen in dem Ausdruck 

der Form (19.) von [YJ ri—r^^i+l Glieder von {x — af an zu entwickeln. 
Die Constanten K^^ ergeben sich unter der Form 

(24.) K^ = «'"*■•*.», 

WO &a> eine ganze rationale Function von 27ii ist mit Coefficienten, die 
rationale Ausdrücke von Constanten sind, welche in den Entwickelungen 
(19.) bei 1, 2, ... a vorkommen, mit rationalen Zahlencoefficienten. 

Nimmt man nun in dem Integrale Y« (20.) den positiven Umgang 

um a? = a vor, so erhält man als Resultat, dass in (20.) [YJ an Stelle von 
Yfl zu setzen ist, und bei den Integrationen die constanten Glieder zu 
annulliren sind, weil die Exponenten von x—a in den jedesmal zu inte- 
grirenden Entwickelungen nicht ganzzahlig sind. (Vgl. Abh. Bd. 83, No. 9 
(26.)). Daraus ergiebt sich, wenn man das Resultat des positiven Umganges 
um X == a bei Y^ durch [YJ besseichnet 

(25.) [YJ = Ä«,Y, + ir.,Y,+ ...+/r,._,Y,_. + e'''''''«Y„ (a = l...A) 

tro die K die Constanten aus (22.) sind. 

Werden in (25.) rechts die Ausdrücke (21.) flir die Y eingesetzt und 
links der Ausdruck, den man aus der Entwickelung (21.) erhält, wenn man 
in dieser denselben Umgang um a? = a vollzieht, so erhält man durch 
Gleichsetzen der gleich hohen Potenzen des log(a? — o) auf beiden Seiten 

von (25.) die Function (a?-o)'^^"""^^"*->,t(a:), (b = 2...^) ausgedrückt als 
homogene lineare Verbindung der Functionen 
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mit constanten Coefficienten, die bekannt sind. 
Es bleibt demnach übrig, die Functionen 

. (x-o/«-^"*-'~-'"*->.,(x), (a=l...;i) 
herzustellen. 

b.) Der Ausdruck des Integrales Y^ (20.) enthält F. (19.)- In dem 

Ausdruck von y^ sind diejenigen Functionen /ajCa?), welche identisch ver- 
schwinden, wegzulassen, man findet dieselben nach Abb. Bd. 87, No. 7 11. 
6.) pag. 291. Dann wird Y^ eine Summe von Ausdrücken 

(26.) H'ifdxfiT' (J^ . . ./<+..+a,_,e"*(a: - af^Xat {x) (log (x^a))'"' dx. 

Es werde nun ein Integral 

(27.) f{x-aY\lj{x)\os{x-aYdx 

betrachtet, in welchem \p{x) in der Umgebung von x^a abgesehen von 
diesem Punkte einwerthig und stetig ist, daher durch die Summe zweier 
Potenzreihen dargestellt wird, von denen die eine nach Potenzen von x—a 
mit positiven die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, 
r nicht ganzzahlig, n ganzzahlig und positiv ist. In der Entwickelung des 
Integrales soll kein constantes Glied vorkommen. 
Durch wiederholte Anwendung der Formel 

/ § (a?) (log {x —a)ydx=^ri {x) (log (a: — a))-— ly ^ {x) (log {x — a))""* dx, 

(28.) / ^{x)^ {x - aY yj {x\ rj (x) -=f{x - aY \p {x) dx, 

^ {x) = (a: — ö)""/ {x — aY V {x) dx, 
wird das Integral (27.) in den Ausdruck entwickelt: 

(log {x — a)Y j{x — dY y^ {x) dx 

-n{log{x'-'ä)y-' fdx{x-a)-''f{x-aYy^{x)dx 
(29.) l ^ ^ 

+ n (»—1) (log {x-'a)y^'^fdx {x-ay^fdx {x—ay^f{x-aY yf{x)dx 

• • + (-1)- w (n - 1) . . . ifdx {x — ay^fdx (x - a)"^ . . .f{x - o)" V (x) dx, 
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WO bei jeder Integration das constante Glied in der Entwickelong zu 
annuUiren ist. Wenn man nun die in Bezug auf die Exponenten r« (6.) 
(& = . . . /') oben (vor a.) gemachte Voraussetzung berücksichtigt, so ergiebt 
sich, dass man zur Ausführung der Integrationen in (26.) die Formel (29.) 
successive anwenden kann, indem bei den jedesmaligen Integrationen Inte- 
grale wie (28.) vorliegen, in denen r nicht ganzzahlig ist. Man kann daher 

jede Function (a?-~o)'^*^'''^'**^"*'"*yrt(a?) in (21.) zunächst mittels einer Formel 
darstellen, die eine Summe einer endlichen Anzahl von Integralen 

(30.) U = xui rdxu2 /dxuz. . . Ju.dx 

ist, worin x eine gegebene ganze Zahl ist, die Grössen u folgende sind: 

(31.) ^1, flZ'fh, . . . f^aX^^a^^, e"' {X - äf^'Xal (^) 

aus (26.) und die Grösse {X'-a)''\ Es wird 

Die Grössen «2 bis fi,_i gehen aus den Grössen 

die in dieser Reihenfolge und jede einmal auftreten, und aus (a? — o)""\ welche 
Grösse zwischen den vorhin genannten steht oder fehlen kann, hervor. Bei den 
Integrationen in (30.) ist jedesmal das constante Glied in der Entwickelung 

zu annuUiren. (a?— a)'^'"^"'^"*^"*"Va«4(^) wird durch ein einziges Integral 
(30.), worin nur die Grössen (31.) vorkommen und /ab(^) gleich Xag^ij^) ist 
gegeben. Es sind nun die Grössen (31.) fi und Xaii^) darzustellen. 
c.) Hat man m Functionen y unter der Form 

(32.) yi = ci, y2 = eij^2dx^ • • • ym — ^xfdx^i'..J^^dx 

und bildet man mit den a ersten die Determinante (13.) für m = a, so ist 
dieselbe 

(33.) Z). = cjrr'...«a, 
woraus folgt 

{Hesse dieses Journal Bd. 54 pag. 249 etc. (61.), (71.); vgl. Abh. Bd. 87 
No. 7 m. 6). 

Bringt man die Grössen (32.) y auf die Form 

(35.) yi = 1^1, ^2 = ^ly^T' ^2 ^^j • • • y m = Vxfdxv^^ v^ . . .yi^ii v^ dx. 
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WO Pa^^^L^'i^'^ai 8ö wird 

(36.) 1)4 = ^1^2... Vaj 

woraus folgt 

(37.) v^^D,, ya = ^ (a = 2. ..!»). 
Wird die Determinante (13.) der n Functionen 

durch 

(39.) Dl = y«+i^«4.2..-i^«+. 
bezeichnet, so ist die Determinante (13.) der iti+n Functionen 

(40.) n, yifvT^ndXy . . . yiJdxvr^V2'..JyZln--iym+ndx 

gleich 

(41.) ^'1^2...^«+. = D^D'n. 

Die Determinante (13.) von m Functionen j^ bis y^ möge die Diff'erentuU- 
determinante dieser Functionen genannt werden. 

Um nun die Grössen fi in (10.) und zu dem Zwecke die v in (8.) 

darzustellen, hat man die a* Integrale (7.) von Fo^ = (& = 0.../') zu ent- 
wickeln und aus diesen successive die «^ Differentialdeterminanten erster 
bis aj^^^ Ordnung zu bilden. Vermittelst dieser werden dann die Werthe r 

nach (37.) ausgedrückt. Die a* Integrale (7.) von K^ — O bilden Gruppen 

von Integralen, und die Integrale der einzelnen Gruppe haben die Ent- 

wickelungsform (19.). Die Functionen {x — aY*" Xah {^) in dieser Entwickelung 
genügen einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coef- 
ficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 T^ (y, x) = 0, 

ivelche man nach Abh. Bd. 87 No. 7 I. aus der DifferenHalgleichnng F„^ = 

mittels elementarer Operationen herleitet. Diese Differentialgleichung T^ (y, a?)=0 
hat bei x==a den charakteristischen Index gleich Null (1. c. Satz c). Man 
kann nun eine beliebige Anzahl von Coefficienten in der Reihenentwickelung 

der Function {x— aY'^Xaii^) ^ö-c^ ^^^ ^^i (19«) Gesagten berechnen, und 
ist hierdurch im Stande, die Reihenentwickelung von (x—aY^Xobi^) mittels 
der Differentialgleichung T^(y, a;) = 0, da diese bei x=a den charakteristi- 
schen Index gleich Null hat, eindeutig zu bestimmen, und alsdann mittels 
derselben Differentialgleichung, weil sie rationale Coefficienten besitzt, weiter 
zu untersuchen, was in No. 3 geschieht. Die Reihenentwickelung von 



Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 89 

{x—af^Xaf>{^) gilt iö dem Bezirke, der bei der Differentialgleichung F^^ = 
zu a? = o gehört (Abh. Bd. 87 No. 1). Nun hat die a^ der genannten Diffe- 
rentialdeterminanten gemäss (36.) eine Entwickelung von der Form 

« (a-l)a 

ix^a)' ^ V,{x), 

wo ?Pa (^) = -^ c^ (aj — ay und cb von Null verschieden ist 

u 

Führt man daher in den Ausdruck (13.) dieser Determinante die Ent- 
wickelungen der Integrale unter der Form (19.) ein, so sind in diesen Ent- 
wickelungen und ihren Differentialquotienten die Glieder, welche Potenzen 
des log(a:— a) enthalten, wegzulassen. Es stellt sich demnach die vorhin 
genannte Function V^{x) als ein ganzer rationaler Ausdruck von Func- 
tionen dar, deren Reihenentwickelungen nach Potenzen von x—a mit posi- 
tiven ganzzahligen Exponenten gegeben sind. Demnach erhält die Grösse 
."rt (10.) die Form 

(42.) /.« = e-^x-o/«-*^'-^, 

iak\\x) 

WO die Functionen t} {x) und co {x) gleich W^ (a?) beztiglich %^^ {x) innerhalb 

des Bezirkes, der bei der Differentialgleichung F^^ = zu dem Punkte o? = a 

gehört, einwerthig und stetig und für a: = a von Null verschieden sind und 
als ganze rationale Functionen von Reihenentwickelungen nach Potenzen 
von x — a mit positiven ganzzahligen Exponenten dargestellt werden. 

d.) Das Integral (30.), welches eine durch mehrfache Integration zu 
bildende Integralfunction darstellt, wird nun in folgender Weise durch ein 
bestimmtes Integral ausgedrückt. 

Es sei ip{x — d) eine analytische Function, die innerhalb eines Kreises 
um a: = o als Mittelpunkt mit von Null verschiedenem Radius R abgesehen 
von x=^a einwerthig und stetig ist und daher die Entwickelung hat 

(43.) tpix-a) = Ic,{x-ay+^c,{x-ay. 

-1 

Dann ist, wenn r nicht ganzzahlig ist und das constante Glied in der Ent- 
wickelung des Integrales annuUirt wird: 

Nun werde die Function a*=6**^«% wo e nicht ganzzahlig' ist, über die 
Peripherie des Kreises in der «-Ebene mit dem Mittelpunkte in dem Punkte 
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a= und dem Radius 1 in positiver Richtung (vgl. a.) von oe = 1 an bis zu a r= 1 
zurück integrirt und dabei der Anfangswerth von log«, also logl gleich 
Null genommen. Ein Integral, welches über diese Linie in der angegebenen 

Richtung von 1 an bis zu 1 zurück erstreckt wird, werde durch / be- 

1 
zeichnet Dann ist 

1 ' 

Daher, wenn r nicht ganzzahlig, n ganzzahlig ist: 

(46.) ^ * , far^-da = * , , ■ 

Es ergiebt sich hieraus 

/(x^aytp(x'-a)dx = J^ ^^ , — 4-i \-^-^ 4^^ — 

*/^ ^ ^^ ^ u r+a+1 ^-i r+a+1 

(47.) { = \r2niLi J \^ c, {x - ay a« + ^ c. (a? - «)« a«j a' da 



grtn 



iZ~rJ V^((^ — ö)«)«*"«?«. 



Was die Integration in den einzelnen Gliedern betrifft, so werde 
daran erinnert, dass jede der beiden Potenzreihen, wie sich aus der unbe- 
dingten Convergenz derselben ergiebt, für die Werthe x in einem Gebiete 
innerhalb des Kreises um o: = a mit dem Radius R , welches den Punkt 
a? = a nicht enthält und für die in Betracht kommenden Werthe a in gleichem 
Grade convergirt (vgl. Abh. Bd. 87 No. 4 Anfang). 

Es ist also die Integralfunction (44.) f{x'-ayyj{x—a)dxy bei welcher 
r nicht ganzzahlig ist und in deren Entwickelung kein constantes Glied vor- 
kommt, ausgedrückt durch das bestimmte Integral (47.), bei welchem unter dem 
Integralzeichen die gegebene Function xpix — a) steht. 

Nun soll die Integralfunction 

(48.) fdx (a? — a)*"' xpi {x — o) /{x — ay* tp2 (^ — «) dx 

bei welcher V'i ^ißd tp2 in dem Kreise mit dem Radius R Entwickelungen 
der Form (43.) haben, rj und n + rj nicht ganzzahlig sind, bei den Inte- 
grationen das constante Glied in der Entwickelung annullirt wird, durch 
ein bestimmtes Integral dargestellt werden. Durch zweimalige Anwendung 
der Formel (47.) erhält man 
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1 

Durch den Uebergang von a— 1 auf o unter Anwendung der Formel (47.) 
erhält man nun zur Darstellung der Function 

(50.) rdx{x--aY'rpx{^'-a)fdx{x--aY^\p2{X'-a)...R 

wenn t^i, v^2 bis rp^ in dem Ej*eise mit dem Radius R Entwickelungen der 
Form (43.) haben, r^, r^-i+^a^ ... n + rj + ^'+r^ nicht ganzzahlig sind, bei 
den Integrationen das constante Glied in der Entwickelung annuUirt wird, 
den Ausdruck 

(51.) {s^rda^J^'d(h...J^ V^i{{X'-a)a^)yj2{{x—a)a^a^...\pJ^^^ 
I 1 1 1 

(>i = ri+r2H hra + ty-l, Pa = r2 + ... + r^+a-2, ... Pa = ^a, 

bei welchem unter den Integralzeichen die gegebenen Functionen xp stehen. 
Diese können in dem bestimmten Integrale nun irgend eine andere Dar- 
stellungsform als durch die Reihenentwickelung (43.) erhalten. 

Die Darstellung durch das bestimmte Integral (51.) wird bei der 
Integralfunction U (30.) angewandt. Die Grössen fi erhalten hierbei die 
Ausdrücke (42.) ; der Radius R des Kreises um a? = a als Mittelpunkt wird 
so gewählt (s. No. 3), dass die Grössen ri{x) und (o{x) innerhalb dieses 
Kreises nicht verschwinden, die Functionen Xohiß^) (31.) innerhalb desselben 
einwerthig und stetig bleiben. Die Grössen tp^x—ä) in (51.) erhalten da- 
durch die Form 

(52.) v(a^-a) = e^||=|, 

n 

WO T gleich Null oder von der Form 2c_^{x—ay ist, ^ und ^ innerhalb 

des Kreises mit dem Radius R einwerthig und stetig sind und ^ innerhalb 
desselben nicht verschwindet. Dann wird die Function U (30.) für die 
Punkte X innerhalb dieses Kreises, abgesehen von dem Mittelpunkte x=^a, 

12» 
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durch ein bestimmtes Integral wie (61.) noch multiplicirt mit xui daxgestellt. 
Die Differentialquotienten der Function U (30.) nach x werden in folgender 
Weise gebildet. Man hat 

(53.) -T- = x-^/dxu2.>*/u,dx + 2cuiU2/dxu3.../u^dx. 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhält man die successiven 
Differentialquotienten. In diesen treten die Integralfunctionen auf: 

(54.) rdxu2>.. fu^dx, fdxth... /u,dx, . . . /u.dxy 

die vermittelst der Formel (51.) darzustellen sind. Durch Addition von 

Grössen l/^ erhält man die Functionen {x — ay^^''^"'^"^'^(p^j^{x) in (21.), durch 
Addition der Differentialquotienten gleich hoher Ordnung dieser Grössen U 

den entsprechenden Differentialquotienten von {x-ay^'^'''^'"^''^^^q)aj>{^)* 

Kennt man von dem Integrale Y^ (21.) und seinen m—1 ersten Ab- 
leitungen die Werthe in einem nichtsingulären Punkte der Differentialglei- 
chung (1.) F^(y, x) = innerhalb des Kreises um a? = a mit dem Radius R, 
so ist dadurch vermittelst dieser Differentialgleichung die Reihenentwickelung 
von y« fttr den Bezirk dieses nichtsingulären Punktes gegeben. Es seien 
nun in einem nichtsingulären Punkte innerhalb des Bezirkes von x = a 
bei der Differentialgleichung (1.) die Werthe der Integrale (11.), welche 
Integrale die Entwickelung (21.) haben, und die Werthe der m—1 ersten 
Ableitungen derselben ermittelt. Die Differentialdeterminante dieser Integrale 
ist durch (16.) und (18.) gegeben. Es sind femer durch (25.) die Con- 
stanten in dem linearen Ausdrucke dieser Integrale, in welchen ein Integral 
bei dem positiven Umgange um den Punkt x = a übergeht, bekannt. Das- 
selbe sei bei den Integralsystemen, die bei den anderen singulären Punkten 
von F^ (y, 0?) = entwickelt sind , gefunden. Diese Ermittelungen reichen 
nach Abh. Bd. 87 No. 6 hin, um die Fortsetzung jedes Integrales von 
^m (y, ip) = zu verfolgen. Die Untersuchung dieser Aufgabe wird in No. 4 
durchgeführt. 

e.) Die Functionen (faii^) (21.) sind in dem Bezirke, der bei der 
Differentialgleichung (1.) F^(y, a:) = zu dem singulären Punkte x = a gehört, 
abgesehen von x=a einwerthig und stetig und haben daher Entwickelungen 

der Form (43.). Ebenso die Functionen e"*^* {x — aY (pa^ {x\ wo e'^ aus (20.) 
entnommen ist, v eine ganze Zahl, ttber die später verfügt wird. Es werden 



oo 
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die Entwickelungen letzterer Functionen weiter betrachtet. Wird 

gesetzt, so ist in der Entwickelung von u von der Form (43.) der Coefficient c« 

(55.) Cfl = -2^yc(a: — o)"*~Ma?, a = — 00...+ 

wo über die Peripherie eines Kreises innerhalb des Bezirkes von x^a mit 
diesem Punkte als Mittelpunkt in positiver Richtung integrirt wird. Ist R, 
der Radius dieses Kreises und wird X'-a = Riß gesetzt, so erhält man 

(56.) c, = *g/e/3--«d/3. 

Die Function e"'^*(a: — a)'^*'*^"'^"*^''*""^ 9)^^(0?) genügt einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1, die man aus der Differentialgleichung (1.) 
Pm{y^x) = herleitet. (Abh. Bd. 87 No. 7 I.) Dieselbe hat bei x = a eine 
Exponentengleichung, unter deren Wurzeln es solche giebt, die sich von 
r^ nur um ganze Zahlen unterscheiden. Diejenige derselben mit dem 
kleinsten reellen Theile sei r^.,. Dann wird die ganze Zahl r in e gleich 
f« + OuH f- «*-.! — Tji,, gesetzt, und aus der vorhergehenden Differentialglei- 
chung die Differentialgleichung fUr v hergeleitet. Diese liefert eine Recursions- 
formel flir die Coefficienten c^ (55.), die dieselben homogen und in constanter 
Anzahl enthält. Man braucht daher nur eine endliche Anzahl dieser Coeffi- 
cienten zu kennen, um die übrigen aus diesen mittels der Recursionsformel 
herleiten zu können, wie in Abh. Bd. 87 No. 7 lllrf weiter ausgeführt ist. 

Sollen in der Entwickelung der Function e'^^ix-ar^"'^"'^""^"'''^ Y,, 

n 

wo Yfl das Integral (21.), w gleich Null oder von der Form 2:c^^{x—d)''^ 

ist, Potenzen von x — a mit negativen Exponenten nur in endlicher Anzahl 
vorkommen, so muss ir = tr^ sein, wie sich aus (11.) durch successive Division 
mit den Grössen fi und Differentiation ergiebt. Es dürfen dann in der Ent- 
wickelung von e""'* {x — aYcpaiix)^ wo r = r^ + «o + • • • + «t-i — ^x- ist, gar keine 
Potenzen mit negativen Exponenten vorkommen, weil die Differentialgleichung 
von e bei x = a eine Exponentengleichung hat , unter deren Wurzeln die 
ganzzahligen gleich oder grösser als Null sind. Die Recursionsformel flir 
die Coefficienten c^ möge nun die s+l Coefficienten c^^i bis Ct+i-, enthalten. 
Die niedrigste ganze Zahl k, flir welche der Coefficient von 0*4., _, in der 
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Recursionsformel etwa verschwindet, sei x. Dann ist, damit die Coefficienten 
c^ mit negativem Zeiger a sämmtlich verschwinden, gemäss der Recursions- 
formel nothwendig und hinreichend: wenn x+1— «<;— « ist, dass 

(57.) c,+i_, = c,+i-,+i = .•• = d = 

ist; wenn x+l—s^—s ist, so wie, wenn der Coefficient von c*+i_, nicht 
für eine ganze Zahl k verschwindet, dass 

(58.) c = c_,+i = ... = c^i = 
ist. 

2. 

Es soll nun zunächst die Darstellung der Coefßdenten c« in der Ent- 
wickelung der Function e'^'^cp^^ix) No. 1 (20.) (21.) von der Form 

J:c«(a?-a)"+^c.(a:-a)' 

—1 

gegehen werden. Die Darstellung der Coefficienten in der Entwickelung 
dieser Form hei der Function (p^^ (x) wird in derselhen Weise ausgedruckt. 

Die Function e'^tpa^ix) ist gleich der Summe einer endlichen Anzahl von 

Summanden; ein solcher sei <?', dann ist ©' = 6"^*(a: — a)"^'^*'*^*''*^**"'""*"^*^!/, wo 
U ein Integral (30.) der No. 1 ist. Dieses Integral U wird vermittelst des 
bestimmten Integrales (51.) der No. 1 dargestellt, wobei, um den Exponenten 
r in {x-'aYrpix—d) zu bilden, bei einer Grösse ^^5(0 = 0...& — 1) der Werth 

r^— b+1, bei {x-af^^Xaiij^) der Werth r«, bei {x—d)'^ der Werth — 1 
genommen wird. Dadurch erhält man flir U den Ausdruck 

(aj-a)'«"^""-"*""*-' %{x-a)S, wo %{x-a) = c(a:-a)"'"/iüi 



eine Darstellung der Form e"^ Sc^ix — aY hat, worin Ccj von Null verschieden 

u 

ist, S ein bestimmtes Integral ist, wie das Integral S in No. 1 (51.). r' wird 
daher 

(1.) r' = e""*i//o(a:~a)S. 
r' hat die Entwickelung 

(2.) r' = lcl(^-»)" + ^c;(a?-a)-, 

ü —1 

worin 
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wenn x—a^^Rß gesetzt wird, 0<;B'<;/i ist, wo Ä der Radius eines 
Kreises um a? = a als Mittelpunkt, innerhalb dessen Peripherie die bei 
(52,) No. 1 genannten Functionen ^(a?), a>(a?), /.tC^) einwerthig und stetig 

bleiben, ri{x) und (a{x) nicht verschwinden. Die Grösse e^^%{x—ä) 
werde durch l{x — a)^ die Grösse unter den Integralzeichen in S durch 

L{x'-a)a\\.. al" bezeichnet. Dann ist 



(4.) c; = ^fdßfda.fda, . . ./l{R'ß)L{R'ß)ß'^''al^ 



(tl'da,. 



Die Function l{x'-a)L{x — a) hat den Ausdruck 

(5.) l{x-a)L{X'-a) = e^«'-«>-'> ^(a: - a). 

Hier ist 6((a:— o)"^), welches durch Summation der Grösse ito— ir^k in / und 
der Grössen t in e^ bei den \fj mL entsteht, eine ganze rationale Function 
mit dem absoluten Gliede gleich Null von den Grössen 

{x — a)~^, {{x — a) a,)~\ • . . ((a? — o) «i öj . . . a^"^. 

Daher hat diese Function die Entwickelung 

(6.) e^((-«)-^> = ±g^,{x^ar\ 



wo g^i eine ganze rationale Function der Grössen ap', {oi^a^''\ ... («i «j-« .«a)"* 
ist, die man aufstellen kann. Die Reihe (6.) convergirt noch, (ausser x=^a) wenn 
die Coefficienten in G und daher auch die in g^^^ durch ihre Moduln, die Grössen 
«r^ bis (a, «2 . . . «a)""^ durch 1 und x—a durch Mod {x—a) ersetzt werden. 
Die Function Hix—ä) ist ein Quotient, dessen Zähler und Nenner Producte 
von Factoren in endlicher Anzahl sind, wo jeder Factor eine Entwickelung 

der Form JSKt^ hat, y eine der Grössen x—a, (o?— o)«!, ... (o? — o)aia2..-aa 

ist. Jede dieser Entwickelungen convergirt innerhalb des Kreises mit dem 
Radius R, die Entwickelungen im Nenner verschwinden nicht innerhalb 

dieses Kreises. Es sei eine dieser letzteren Entwickelungen ^&iy*. Wird 

CO -^. -^M(-£^r-)' 

u 

OD / Ä' \ 

gesetzt, so darf man, wenn j; 'Moi[^j Mody*<; 1 ist, nach Potenzen von 
/ ordnen, so dass 

(8.) '-J— = ix.y- 
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entsteht Da aber die Function — ^ einwerthig und stetig ist, wenn 





OD 



Mody.<;Ä, so muss JJx^y' convergiren und die Gleichung (8.) bestehen, 

wenn Mody <CÄ ist Wegen der unbedingten Convergenz der Potenzreihen 
(d. h. die Reihe der Moduln convergirt) muss daher auch ^ModAr^ Mody* 

und 2; Mod;^« Mody" convergiren, wenn Mody <;Ä ist Daher hat Hix—d) 
die Entwickelung 

(9.) H{x-a) = JAj (a?-a)S 

u 

wo hl eine ganze rationale Function von a^, a^a^^ ...a^a^.^.a^ ist, die man 
aufstellen kann. Die Reihe (9.) convergirt noch, wenn in A» die Coeffi- 
cienten durch ihre Moduln, die Grössen a„ a^a^ bis a^a2...0L„ durch 1 und 
x—a durch Mod(a? — aXÄ ersetzt sind. Aus den Entwickelungen (6.) 
und (9.) folgt nun 

(10.) e''^^"^^''^H{x--d) = 2K,{x-ay + 2K,{x-a)% 



00 

(11.) Ä^c = ^>gr_jÄj+„ C = — oo...+ (» 

WO die A mit negativem Zeiger gleich Null zu setzen sind. Und zwar 
müssen, nach den vorher gemachten Bemerkungen über die Convergenz der 
Reihen (6.) und (9.), in denen in g und A die Grössen durch ihre Moduln 
ersetzt sind, die Reihe (11.) und die beiden Potenzreihen in (10.) noch con- 
vergiren, wenn in den rationalen Functionen g und A die Grössen a^, 
«i«2? ..• ctia2...aa durch 1, die Coefficienten dieser Grössen durch ihre Moduln 
und x—a durch Mod (a: — a)<I fi ersetzt sind; (die Potenzreihe in (10.) mit 
negativen Exponenten ausser x = o). Hieraus folgt dann weiter, dass die 
Reihe (11.) für die Werthe der «, bei denen Moda = l ist, in gleichem 
Grade convergirt, d. h. man kann zu einem solchen Stellenzeiger V über- 
gehen, dass Mod ( JS g-hh^t) (p = 1 . . . oc) für jene Werthe a unterhalb einer 

vorgeschriebenen, beliebig kleinen Grösse bleibt, und es folgt, dass jede 
der beiden Potenzreihen in (10.) fUr die Werthe a, bei denen Moda = l 
ist und für die Werthe x, bei denen Mod (a: — a) = R\ wo < Ä' <C Ä ist, 
in gleichem Grade convergirt, d. h. man kann zu einem solchen Stellen- 
zeiger c' übergehen, dass Mod ( ^ Ä^ (a: — o)M und Mod( 2; K^^x—af^ 
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(e = 1 . . . c») für die angegebenen Werthe a und x unterhalb einer vorge- 
schriebenen, beliebig kleinen Grösse bleiben. 

Da die Reihe (11.) K, flir die Werthe a, bei denen Moda = 1 ist, 
in gleichem Grade convergirt und ihre einzelnen Glieder stetige Functionen 
dieser Variabeln sind, so ist sie in Bezug auf dieselben Yariabeln stetig. 
Man kann sie, weil sie in gleichem Grade convergirt, in den einzelnen 
Gliedern integriren. Bildet man 

(12.) /V,«^rfa, = Sifg^ih^^^l' da 



so sind die Functionen unter den Integralzeichen rechts ganze rationale 

Functionen von «r, «r^ ... «o*'^"*^ wo die m ganzzahlig sind; die Inte- 
grationen lassen sich daher ohne Weiteres ausführen. Die Reihe (12.) con- 
vergirt nun für die Variabein a^ bis ö^_i , deren Mod cc = 1 , in gleichem 
Grade und ist, da die einzelnen Glieder stetige Functionen dieser Variabein 
sind, in Bezug auf dieselben Variabein stetig. Durch eine weitere Integration 
ergiebt sich mittels derselben Betrachtungen 

(13.) fda,_,fKA'::x<'da, = Zif da,.,f g^^h^^,a\^-['a\'da,, 

wo die Reihe rechts in Bezug auf die Variabein «i, «2? . • • «<j-2i bei denen 
Mod « = 1 , in gleichem Grade convergirt und stetig ist. Man erhält also 
schliesslich 

i / daJ da^...J K^a\\..a\''da^ 

In die Entwickelung (10.) wird nun a?— a = Kß eingesetzt, wodurch man die 
Entwickelung von l{Rß)L(Rß) erhält. Jede der beiden Potenzreihen in (10.) 
convergirt flir die Werthe der Variabein «i, «2, . . . a„ und ß, deren Modul 
gleich 1 ist, in gleichem Grade und ist in Bezug auf diese Variabein stetig, 
da die einzelnen Glieder stetig sind. Man kann sie daher in den einzelnen 
Gliedern integriren und erhält 

(15.) fl{Rß)L{Kß)alUct^ = £fKA''da,{Rßr+~£fK,al'da,{Kß)\ 
1 " I * I 

Jede der beiden Reihen in (15.) rechts convergirt flir die Werthe «i bis «<,_, 
und ß, deren Modul gleich 1 ist, in gleichem Grade und ist in Bezug auf 

Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 2. 13 



gg Thomi, «tir Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

diese Variabein stetig, da die einzelnen Glieder stetig sind. Dnrch eine 
folgende Integration erhält man aus (15.) fUr das Integral 

(16.) /'da,,,fl{R'ß)L{R'ß)altr<''da, 

die Entwickelung 

(17.) l/da^^J'K, <1T^ al - da„ {Rßy + "ifda^^J' K, a\^s: «^ da, (Ä W, 

wo sich mittels derselben Betrachtungen ergiebt, dass jede der beiden Reihen 
in (17.) für die Werthe der Variabein a^ bis «^.^ und /?, deren Modul gleich 
1 ist, in gleichem Grade convergirt und, da die einzelnen Glieder stetig 
sind, in Bezug auf dieselben Variabein stetig ist. Indem man so fortföhrt, 
erhält man schliesslich fttr das Integral 

(18.) fdßfdaj'da, . . .f){R'ß) L {R'/i) ß'^'' «?-... al<^ da, 

die Entwickelnng 

ifdßfda, . . J'k, a.\...a\o da„ /9— ' {R'ßy 

(19.) { "_' ,' , * 

1+ £f'dß/"da, . . ./'k, af- . . . al' daj-»-' {R'ßy. 

Hierbei fallen alle Integrale aus, in denen die c von a verschieden sind, und 
man kann daher statt des Integrales (18.) auch setzen 

(20.) fda, . . .f'da,f)(R'ß)L{R'ß) af • . . . al' ß''-' dß. 

1 1 

Für cl <4.) ergiebt sich nun aus (18.), (19.) und (14.) 

Ca ^ J da^J da^...J Kaa\'...a\''da, 

= £^J da^J da2...J ^«bAb+ü«i^-.«a''rf«a. 

jf-bA^^^af'...«^^ ist eine ganze rationale Function von af*"*^"*« bis «0*'^"'% wo 
die m ganze Zahlen sind. Nach Ausfuhrung der Integrationen wird jedes 
Glied in der Reihe (21.) ein rationaler Ausdruck von Constanten, die in den 
bei (52.) der No. 1 genannten Ausdrücken vorkommen und von den Con- 
stanten pi bis Poj ß^''*^' bis e^''*^^ c^ ist demnach vermittelst (21.) durch eine 
einfach unendliche Reihe dieser Ausdrücke entwickelt und jedes einzelne 
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Glied dieser Reihe kann man anfistellen. Durch Addition der Entwicke- 
lungen von Grössen e' (2.) erhält man die Entwickelung der im Anfange dieser 

No. betrachteten Function e"*"* 9?aj ( x). Der Goefficient c^ in dieser Entwicke- 
lung stellt sich demnach durch eine einfach unendliche Reihe rationaler Aus- 
drücke der vorhin bezeichneten Constanten dar, von welcher Reihe man 
jedes einzelne Glied aufstellen kann. In der folgenden No. (IVe.) wird 
gezeigt, wie man den Werth von c^ mit beliebig vorherbestimmter Annäherung 
berechnen kann. 



3. 

Nachdem in No. 1 die Darstellung der Integrale der Diflferential- 
gleichung F^(y, x) = No. 1 (1.) bei einem singulären Punkte x=a gegeben 
ist und in No. 2 die Ausdrücke für die Coefficienten in den Entwickelungen 
dieser Integrale ermittelt sind, wird jetzt gezeigt, wie man aus jener Dar- 
stellung der Integrale Entwickelungen herleitet, welche die Werthe der Inte- 
grale mit beliebig vorgeschriebener Annäherung geben, wodurch zugleich die 
Werthe der genannten Coefficienten mit beliebiger Annäherung erhalten 
werden. 

. I. Die Function (a:-a)'-"^'*"'"^"*-Vab(^) No. 1 (21.) ist als Summe 
von Integralen U No. 1 (30.) gegeben. Ein solches Integral U wird ver- 
mittelst des bestimmten Integrales No. 1 (51.) dargestellt, worin die Func- 
tionen {x — ay y/{x—ä) die Ausdrücke No. 1 (52.) erhalten. Um die Expo- 
nenten r in diesen Ausdrücken zu bilden, wird bei den Grössen ^t» der 

Exponent nt — b+1, bei {x—aY^x^h der Exponent r«, bei (a?— a)"^ der Ex- 
ponent — 1 genommen. Dadurch erhält man für ü den Ausdruck 

(1.) U = (a.^a)''«"'"'"'-"'''*->o(a:-a)S, 
wo 

(2.) m^x—d) = ^^ — ^ 

ist, ipuix—a) daher eine Darstellung der Form e'^'^cAx—aY hat, worin c, 

von Null verschieden ist, S ein bestimmtes Integral wie S in No. 1 (51.). 
Also wird 

£/ = (X - aY' +-«-^-+-*-i y,^^ (^ « a) S, 

S = / daij rfaj... / V^i((a: — a)ai)...«//^((a: — a)ai...ajaf'...aj''rfa^. 
1 I t 

13* 



(3.) 



(4.) 



100 Thomi, %ur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

R sei der Radius eines Kreises am x = a als Mittelpunkt, innerhalb 
dessen Peripherie die zur Darstellung der Functionen tp{x—a) unter der 
Form No. 1 (52.) angewandten Grössen i]{x) und a){x) einwerthig und stetig 
bleiben und nicht verschwinden, x«b (^) einwerthig und stetig ist, so gilt die 
Darstellung (3.) für die Punkte x innerhalb dieses ELreises, abgesehen von 
x = a. Die Function y^i{{x-a)g:i)...tp„({x'-a)ai...a^) erhält nun die Ent- 
Wickelung 

= e»(('-«)~*) Qix-a) = P{{x- a)-') P (aj - a). 

^{{x—a)"^) entsteht durch Summation der Grössen t in e' beiden tp No. 1 
(52.), ist eine ganze rationale Function mit dem absoluten Gliede gleich 
Null von {{x — a) a,)~\ . . . ((a? — a) a, . . . «a)""^- P ((^ — ö)~0 ^^^ ^^^ Entwickelung 

(5.) e»«'-)-') = P{(x^ar') = lp_J(x-a)-^ 

wo ]9_| eine ganze rationale Function der Grössen a'['\ .. . (aia2...«a)"^ ist, 
die man aufstellen kann. Diese Reihe convergirt noch, wenn die Coeffi- 
cienten in p^^ durch ihre Moduln, die Grössen a durch 1 ersetzt sind. 

Q{x—a) ist das Product der Grössen -f bei den y/ No. 1 (52.), wo 

S und ^ hervorgehen aus den Functionen i?(a?) und (o{x) bei den |t, aus 
dem Werthe 1 bei (x—a)"^ und aus Xai^)- Jede Grösse |, ^ hat eine Ent- 
Wickelung der Form £ *«y^ y ist eine der Grössen (a:— o)«!, ... (a:--a)aia2.,.a^. 



Ist die Entwickelung einer Grösse ^ ^Ariy% so erhält man, da dieselbe 
innerhalb des Kreises mit dem Radius R nicht verschwindet, -« inner- 

u 

halb dieses ELreises einwerthig und stetig. Setzt man daher 

(6.) -^ = f iC-l-^y-y = Ic^r- 



für ^ Mod-^ Mody"< 1, so muss die Reihe ^c^y^ convergiren, und die 



Gleichung (6.) bestehen, so lange Moiy<;Ä ist. Daher hat Qix—a) für 
Mod(a?— a)<CÄ die Entwickelung 

(7.) Q{x-a) = Iq.ix'-a)^ 

wo q^ eine ganze rationale Function von «i, «i«,, ... «laj-'ßa? die man 
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aufstellen kann, und die Reihe noch convergirt, wenn die Ooefficienten in igr« 
durch ihre Moduln, die a durch 1 ersetzt sind. Weil die hier betrachtete 

Function ix—af^^'''^'"'^'^''^(paf,{x) durch eine Summe von Ausdrücken (3.) 

dargestellt wird, ist die ganze Zahl «oH h«ik-i in den Exponenten 

ra-^cüi-i h«ik-i in No. 1 (21.) aufgenommen worden. 

Die Reihe P{{x — ay^) werde in zwei Theile getheilt F und P", wo 
F die Glieder der Reihe P bis zu einem gewissen Stellenzeiger enthält, 
ebenso werde die Reihe Q{x—a) in zwei Theile getheilt Q' und Q'\ wo 
Q' die Glieder von Q bis zu einem bestimmten Stellenzeiger enthält, so dass 

(8.) PQ = FQ+{FQ" + F'Q'+P"Q"). 
Für die Werthe x in einem Gebiete innerhalb des ELreises mit dem Radius 
R, welches x = a nicht enthält , und für die Werthe der a , deren Modul 
gleich 1 ist, sei Mod P ^ St, Mod P ^ 33, Mod P" ^ x,, Mod Q" ^ x^ , so dass 
ModP'^2l + x, und MoäQ'^^ + x, und 

i9.) Mod(P'()" + P"()'+P"p")<(St+x0x2 + (85 + ^2)^1+^1^2 = CO. 

« 

FQ' ist eine ganze rationale Function von x—a und (a:— a)"' mit Ooeffi- 
cienten, die ganze rationale Functionen von «i bis a„ und ar^ bis «7* sind, 
so dass die Integrationen in dem Integral 

(10.) f'da,...J"p'Q'al'...al''da„ 

1 1 

ohne Weiteres ausgeführt werden können, wodurch man eine ganze rationale 
Function eon x—a und (a?— o)""^ erhält y deren Ooefficienten rationale Func- 
tionen gegebener Constanten sind. Das Integral 

(11.) y ^«i---/ [y^i{{^—a)a{)...tp„{{x—a)ai...aa)—FQ']al\..al''da„ 
1 1 

ist gemäss (8.) gleich dem Integral 

( 12.) J^'da, . . . /\FQ'' + F'Q' + F'Q") «f . . . al<^ da^ 
i 1 

Führt man in (12.) bei der jedesmaligen Integration für a ein e^^ ^ ö ^ 2n, 

so erhält man gemäss (9.), wenn bei {f^=p^-\'q^i für qi<,Q i;, == e""*' ''^ und 
für q^O ^i = 1 gesetzt wird, 

Mod \f\FQ''+F'Q'+F'Q")alUa, 

(13.) ; 

= Mod \if'''{FQ'' + F'Q'+F'Q'')e^^'^'^''de,\^ na^'^^y 
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Mod \/'da„_J"{P'Q"^ .••+P"(?")«»ir <"«/««! 
(14.) ( 

1 

u. s. w. daher den Modul des Integrales (11.) gMch oder kleiner als 
ViV2'' •Va^i^^y* Es kommt nun darauf an zu zeigen, wie man die Werthe 
St und $ emUUelty und wie man die Stellenzeiger, von welchen an die 
Reihen P" und Q'^ heginnen, so bestimmen kann, dass x^ und x^ eorge- 
schriebene beliebig kleine Grössen werden. Die hierzu dienenden Httlfsmittel 
werden in den Ahtheilungen II und in entwickelt 
n. a.) Die Potenzreihe 

(150 ic,|« = 5ß(f) 

ü 

hahe den Radius des Convergenzkreises >R. Alsdann ist, wenn S = Ref^ 
gesetzt wird, 

(I 

Hieraus folgt, wenn M eine positive Grösse ist gleich oder grösser als das 
Maximum des Moduls von 5ß(f) für Mod^ = Ä, dass 

(17.) Modc«^-^ 
ist. Daher ergiebt sich für Werthe i, deren Modul gleich R'<iR ist. 



(18.) ModJc,|«^^(-^y— i^, 

-^) wird für hinreichend grosse Werthe von v beliebig klein, so dass 

man, wenn M bekannt ist, durch passende Wahl von y den Rest der Reihe 
für Modf^Ä' dem Modul nach kleiner machen kann als eine vorge- 
schriebene beliebig kleine Grösse. 
Bei der Potenzreihe 

(19.) -^£0,^ 

erhält man vermittelst (17.) als Grösse, welche gleich oder grösser ist als 
das Maximum des Moduls dieser Reihe für Mod(f) ^Ä, <;Ä, 

(20.)Modj|-lo.|-}S«^|(^)"=»^-^=t.2-'(5:^- 

« 
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Es kommt also znr Anwendung des Vorhergehenden darauf an, die Grösse 
M zu ermitteln. 

b.) Die Reihenentwickelung y = {x'-aYJ!c^{x—aY soll einer homo- 
genen, linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, die hei x = a den charakteristi- 
schen Index gleich Null hat, genügen. Der Punkt a kann auch nicht 
Singular sein. Diese Reihe convergirt in dem Bezirke von x = a (vgl. 
Abh. B. 87 No. 1). r ist Wurzel der Exponentengleichung bei x = a, wenn 
Cm von Null verschieden ist. Es soll nun r Wurzel der Exponentengleichung 
sein und dabei auch der Fall zugelassen werden, wo Ai oder noch einige fol- 

gende Coefficienten gleich Null sind. Für die Potenzreihe £cAx—aY soll 



eine positiee Grösse ermittelt werden gleich oder grösser als der Modul der 
Reihe für Werthe x, bei denen Mod(x—a) = R ist, loenn R kleiner als der 
Radius des Bezirkes eon x = a ist. 

Wird y = {x—afu in die Differentialgleichung eingesetzt und die 
Differentialgleichung flir u hergeleitet, die rationale Coefficienten und bei 
x=a den charakteristischen Index gleich Null hat, so sei dieselbe 

Der Bezirk von x = a bei derselben ist nicht kleiner als der bei der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung und daher auch letzterer nicht kleiner 
als jener. Nun wird 

(22.) Pa{x-ay = Qa = QA^) + i^-a)QUx) 

gesetzt, so ist Qa{x) innerhalb des Bezirkes von x = a einwerthig und 
stetig. Po(ö)^ als Function von r betrachtet gleich Null gesetzt, ist die 
Exponentengleichung der ursprünglichen Differentialgleichung und hat die 
Grösse r in {x—ayu zur Wurzel. Die Differentialgleichung (21.) werde 
auf die Form gebracht 

(23.) 

da#-» *■ ' '^'^ '' dxf- 

Soll nun dieser Differentialgleichang die Entwickelnng 

(24.) Ic^ix-ay 

ü 

genügen, wo auch Cy und folgende Coefficienten gleich Null sein dürfen, 



= -(a:-a)e-p;(a:)-^-(a:-a)e-^();(ar)^ Q'ix)u. 
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80 ergiebt sich durch Gleichsetzen der Coefficienten von {x — a)* auf beiden 
Seiten der Diflferentialgleichung (23.), dass die c« folgende Relation fttr Ar^O 
erfüllen : 

(25) jK*+i)*(*-.i)-(*-P+2) + Pi(«)(*+i)*-(*-e+3)+-- 

' ••• + Pe-i(o)(*+l)|ct+i = i4H,Ct+^HC*_iH h^ttCo, 

wo die Grössen A ganze rationale Ausdrücke der Coefficienten in den 
Keihenentwickelungen von —(x—ay^^Qaix) mit positiven gänzzahligen nur 
von Q und Ar abhängenden Coefficienten sind. 

Es werden statt der Reihenentwickelungen der Factoren von 



auf der rechten Seite von (23.) andere gebildet, deren Coefficienten positiv 
und gleich oder grösser als die Moduln der entsprechenden Coefficienten in 
den ursprünglichen Reihen sind. Ma sei eine positive Grösse > gleich 
oder grösser als das Maximum der Moduln der Functionen Pi (a?) (a = 1 . . . p) 
auf dem Kreise um a; = a als Mittelpunkt mit dem Radius Au, der kleiner 
ist, als der Radius des Bezirkes von x = a. Dann ist in der Reihenent- 

M 

Wickelung von Qa{x) der Form (15.), wo S=zx—a ist, Modc«^-^ (17.). 
Nun werde die Differentialgleichung gebildet: 

(26.) I M,(x-ay"' d^-'v , *o(^-ö>"' rf^~'^ , , *o 



"^ , x—a dxe~^ "*" , x—a rfa^^^ -r'-'i- 



j__ _ ,_jr^ ~ 1 ^-« 



Äq ^0 ^0 

worin y reell und grösser als Null ist. 

Wenn man in diese Differentialgleichung die Reihenentwickelung 



(27.) £ga{x--aY 
{} 

einsetzt, so ergiebt sich für Ar>0: 

jy|(* + l)Ar...(Ar-p + 2) + (*+l)Ar...(Ar-p + 3) + ... + Ar+l(j7,^, 

Die Grössen B gehen aus den Grössen A (25.) hervor, wenn man in diesen 

an Stelle der Coefficienten in den Reihenentwickelungen von — (a: - a)^""(>i [x) 

die Coefficienten derselben Potenzen in den Reihenentwickelungen von 

(a:— a)^~* M^ setzt. Daher sind die Grössen B positiv >0, und 

x — a 



Ä. 
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l?tt>Modi<tt. Der Coefficient von jf^+i in (28.) ist für die ganzen Zahlen 
Ar ^ von Null verschieden. Damit von einer bestimmten positiven ganzen 
Zahl *' an für k^k' 

LMoi[{k+lk)...{k^Q+2)+Q,{a){k+l)k...ik^Q+S)+^ 

^ 'M ^ y[(Af+l)Af...(Af-(>+2) + (Af+l)&...(Af-(>+3)+.-+Af+l] 

ist, muss y die Relation < y < 1 erfüllen. Die Coefficienten g^ werden 
der Recnrsionsformel (28.) gemäss alle positiv, wenn g^ positiv ist, und es 
ergiebt sich aus (25.), (28.) und (29.), dass, wenn g^ ^ Mode, für a = O...Af'— 1, 
allgemein 

(30.) flf.^Modca a = 0...oo 

sein muss. g^ stellt sich gemäss (28.) unter der Form 33« jf« dar, wo 53« eine 
positive Grösse >> ist. Es ist also ^o bo zu bestimmen, , dass 

(31.) ^oS3« ^Modc. a = O...Af'-l 

wird. 

Die Reihe (27.) ist ein Integral der Differentialgleichung (26.), wenn 
sie der Differentialgleichung 



(32.) 



I =^j(.-ar^-£;^ + (a.-«r 



, de-*» 



rfx«-* 
genügt Setzt man hier (27.) ein, so ergiebt sich für k>0 

{(&+l)*...(*-p+2) + (*+l)&...(*-p+3) + ... + *+lj^*+, 
(33.) {=[-^{kik-l)...{k-Q+l) + kik-l)...ik-Q+2) + - + k\ 

+ J^\kik-l).,.{k-Q+2) + k...ik-Q + S) + '-+l\]g„ 
woraus 

3/1 '^ „ _ i ^ 

Ä, (*+!)*...(*— p+2)-f |-*+l ^ y ft+1 

Hieraus folgt 

(35.) lim ^*±i- = -1 . 

Also giebt es eine durch (34.) bestimmte Reihe der Form (27.), die für 
Mod(x— aXßo convergirt und die Differentialgleichung (32.) und daher 
auch (26.) erfüllt g^ wird mittels der Formel (34) unter der Form ^a9o 
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dargestellt und g^ gemäss (31.) bestimmt, dami ist die Relation (30.) erfüllt 
(Hierdurch wird bewiesen, dass die Reihe (24), deren Coefficienten die 
Relation (25.) erfüllen, für Mod(a?— a)<Ä(i convergirt Vgl. hiermit den 
Convergenzbeweis für die Reihe (24) in der Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66 
dieses Journals p. 148, von dem sich der vorstehende hauptsächlich dadurch 

unterscheidet, dass in (26.) noch das Glied Yi^"^)^^^-^ aufgenommen 

ist, wo 0<Cy<Cl, wodurch man direct zum Beweise der Convergenz 
für die Werthe x innerhalb des Kreises mit dem Radius Ä« gelangt; Abh. 
Bd. 87 p. 289.) 

Der Coefficient von ^- in (34.) ist kleiner als 1. Bestimmt man 

daher g'^ vermittelst der Relation 

(36.) ,;„ = |J-+&^!,; 

und setzt ol) = go^ so ist g'^ ^ ga und lim ^±i- = so dass die Reihe 

Jlgai^—^y = ^' convergirt für Mod (a? — a) <[ Äo. Bringt man die Relation 
(36.) auf die Form 

(37.) (*+l)i7U. = {^ + ^ + ^U, 

so ergiebt sich, dass die Reihe e' = £g^ {x—aY die Differentialgleichung erfüllt 



Aus dieser folgt 

(39.) .■ = ,.e-<-^H.^).,„(._^)-C^) 

WO der Werth von log(^l ^ — ) für a? = a gleich Null zu nehmen ist 

Setzt man in (39.) x—a gleich Mod(a?— a) = ß, so erhält man pur 
den Modul der Reihe (24) die Relation 

(40.) Modj|c.(a:-a)«| ^i7o(l-f^) ' , 



wenn x—a Werthe hat, deren Modul gleich oder kleiner als R<iRo ist. 
In dieser Formel ist also g^ durch die Relation (31.) bestimmt, worin 9« 
mittels (34.) gebildet wird; JH,, ist eine positive Grösse >0 gleich oder 
grösser als das Maximum der Moduln der Functionen Qaix) (a= l...(>) (22.) 
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auf dem ELreise um x=^a als Mittelpunkt mit dem Radius Ro , der kleiner 
ist als der des Bezirkes von x=^a; y ist eine reelle Grösse, welche die 
Relation < y < 1 erfüllt 

Man kann hier nun Rq so wählen^ dass ein Werth eon M^ sich ohne 
Weiteres darbietet, da die Coefficienten P der Diff'erentialgleichung (21.) ra- 
tional sind. 

Es ergiebt sich aus (22.), dass die Grössen Qa{x) selbst rationale 
Functionen von x sind, die man bilden kann; dieselben bleiben innerhalb 
des Bezirkes von x=^ a stetig. Eine solche Function sei auf die Form 

-^ gebracht, wo (p und tp ganze rationale Functionen von x sind und tp 

m n 

für a? = ö nicht verschwindet, (p sei gleich J?a,(a?— a)*, tp gleich £p,{x—a)\ 
Dann mrd Ro^O so gewählt, dass 

(41.) Mod/?o - £ Mod ß, ßt > 



II u 



ist und Ru ein und dieselbe Grösse bleibt bei den verschiedenen Functionen 

p;(a?) (0 = 1. ..(»). 



Nun ist 



(42.) 



Mod V ^ Mod [Mod ß„ - Mod (i ß. (x - a)')] 
^ Mod/3„ - J Mod /9,Mod (a? - o)' 



1 

für Mod {x — a) ^ Äo. Die Functionen rp verschwinden also nicht für 
Mod(a? — g)<:flo, so dass R^ kleiner ist als der Radius des Bezirkes von 
x = a und man kann für Mo einen Werth nehmen gleich oder grösser als der 
grösste der q Werthe des Ausdruckes 

^Moda,ÄJ 

(43.) ^ , , 

ModA— 2;ModAÄ; 
1 

welche sich auf die verschiedenen Functionen Qa{x) (a = 1 . . . q) beziehen. 

Die im Endlichen liegenden singulären Punkte der ursprünglichen 

Differentialgleichung in 6.), ausser a, sind dieselben in (21.), und seien die 

Funkte «i bis a^. Dann hat rp die Form («— ai)*'...(a?— «i)"^, wo die Expo- 
nenten positive ganze Zahlen (incl. 0) sind. Wenn ai bis ai bekannt sind, so kann 
man für Ro irgend einen Radius kleiner als der des Bezirkes eon x = a nehmen 
und aus den rationalen Coefficienten P einen Werth für Mo herleiten. Es wird 

14* 
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Modv^(Mod(ai-a)-Äü)"'...(Mod(a2-a)-Äür Air Mod(a:-a) = Äo, so 
dasB man für Jfo einen Werth gleich oder grösser als der grösste der 

Q Werthe des Aasdmekes 

J! Mod a,Äi 

(44 ^ ü 

'^ (Mod(a,-a)-Äj«i...(Mod(aa-a)-Äj"* 

nehmen kann, welche bei den verschiedenen Functionen (>l(a?) (a = l...p) 
vorkommen. 

Was die positive ganze Zahl k^ angeht, die durch die Relation (29.) 
definirt ist, so kann man für dieselbe auf folgende Weise einen Werth er- 
mitteln. Es sei von den Grössen ModPi(a) bis Mod^^_i(a) die grösste q, 
dann gilt fUr die positiven ganzen Zahlen Ar die Relation 

lMod[(Af+l)Af...(Af~(>+2) + Gi(a)(Af+l)Af...(Af-(> + 3)+.- 
(45.) •••+P,-i(a)(Af+l)]^ (*+!)&... (Af-.p+2) 

( _^j(Af+l)Ar...(&-p + 3) + .-.+Af+l|, 

sobald die zweite Seite positiv ist (vgl. (42.)). Zur Erfüllung der Relation 
(29.) ist alsdann hinreichend , dass man eine positive ganze Zahl Ar = Ar' 
nimmt, von welcher an 

(46.) (l-y)(Ar+l)Ar...(Ar-p+2)-.(5r+y) |(Ar+l)Ar...(Ar-.p+3) + ... + Ar+l| > 

bleibt Hierzu muss Ar'>p-~2 sein. Setzt man Ar = p — I + Atj, so ist die 
ganze Zahl Ar^^O so zu bestimmen, dass von dieser Zahl an 

^^'•^ H^^lvM + (/f. +!)(*, +2) "'""■^ (*.+!)(*, +2)...(/f,+e-1)! 

bleibt. Wird die niedrigste ganze Zahl Atj^O, welche der Relation (47.) 
genügt, durch K bezeichnet, so ist für Ar' ein Werth q — I + K. 

Von der Grösse y hängt Ar' und 33« (31.), welches mittels (34.) zu 
bilden ist, ab, demnach der Werth von ^o. Nimmt y ab, so nimmt allgemein 
genommen Ar' ab und es wächst $«, daher nimmt go ab; wächst y, so 
wächst im Allgemeinen Ar'^ es nimmt 9« ab, daher wächst ^u. Wenn der 

^ -(i+^ 
eine der beiden Factoren g^ und (,1—^J in (40.) durch Aenderung 

von / wächst, so nimmt daher der andere ab und umgekehrt Man kann 
deshalb zweckmässig y=^i setzen. 

Was die Berechnung der Grösse (40.) angeht, so hat man einen Aus- 
druck gleich oder grösser als e"**"*^*"^^ zu berechnen. Für log(l--^ kann 
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man mittels der Entwickelang dnrch die Potenzreihe nach f gemäss (18.) 
einen beliebig angenäherten Werth berechnen, indem eine passende Grösse 
grösser als der Modal der Reihe sich aas dieser and der Fanction ergiebt 
Dann kann man für e^, ö>-Mod(aIog(l— f)), mittels der Exponentialreihe 
nach (18.) einen beliebig angenäherten grösseren Werth berechnen, indem 
eine passende Grösse grösser als der Modal der Reihe sich mittels der 
Reihe and der Fanction ohne Weiteres anfstellen lässt. Vgl. IV d.). 

JH. Es sollen nnn für die in I anfgestellten Reihen P((a?— a)""*) 
and Qix'-ä) die Grössen 81 and S5 ermittelt werden, die gleich oder grösser 
sind, als die Modnln dieser Reihen in einem Gebiete von x innerhalb des 
dort genannten am a; = a als Mittelpankt geschlagenen Kreises mit dem 
Radins R^ welcher den Pankt x=^a nicht enthält and für die Werthe a, 
deren Modal gleich 1 ist, and es soll ein Stellenzeiger für jede Reihe an- 
gegeben werden, so dass der Rest der Reihe in diesem Gebiete dem Modal 
nach nnterhalb einer vorgeschriebenen Grösse bleibt 

ö.) Die Grösse 81 gleich oder grösser als ModP((it— a)"^) werde 

bestimmt. P{{x-a)-') = e*«-">"'^- die Fanction ^{{x-a)-') entsteht dnrch 
Addition der Grössen t in e^ bei den tp No. 1 (52.), wo t von der Form 

J? c^fl (a: — a)~* oder Nnll ist, and statt x—a eine der Grössen (a?— ö)ai bis 

(it-~a)aia2...a^ eintritt Die Grössen a haben znm Modal 1. Wenn man 
nnn in 5ß((a? — a)~^) die Coefficienten dnrch ihre Modaln oder positive 
Grössen, die diese übertreffen, ersetzt and statt x—a Mod {x--a)=i R, statt a 
1 einsetzt, wodnrch die Fanction p^R"^) erhalten werde, so wird für die 
Werthe von x—a, bei denen Mod(a:— a)^Ä ist, and für die Werthe der 
«, deren Modal gleich 1 ist, 

(48.) MoäP{{x-^ar')^^^''''\ 
b.) Nan werde die Grösse 33 gleich oder grösser als M.oiQ{x—a) 

ermittelt Die Fanction Q^x—a) ist das Prodnct der Grössen -I- bei den 
ip No. 1 (52.), wo I and ^ hervorgehen aus den Fnnctionen i] (a?) and co (x) 
bei den /n, ans dem Werthe 1 bei {x—a)"^ and ans der Fanction x«b(^)* 
In den Entwickelangen dieser Functionen nach Potenzen von x — a tritt 
statt x—a eine der Grössen {x'-a)ai bis (a:— a)«!...«^ anf, wo die Grössen a 
znm Modal 1 haben. 

Es kommen hier von den Grössen /i die in dem Integrale U No. 1 
(30.) enthaltenen in Betracht, nämlich u^ bis .^^a,+..+at_i? die ans No. 1 (10.) 
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und (11.) hervorgehen. Die bei Bildung der /n eintretenden Grössen v No. 1 

(10.) gehen aus den Integralen der Differentialgleichungen F«^ = Q{s = ... Ar— 1) 
unter der Form No. 1 (7.) hervor. Diese Integrale haben Entwickelungen 
der Form No. 1 (19.). 

Nach No. 1 c.) werden nun die Grössen v mittels der Differential' 

determinanten dieser Integrale dargestellt. Die Integrale von F« = No. 1 (7.) 
seien y,i bis y,„^, die Differentialdeterminante der a ersten Integrale sei D«. 

Dann ist i>a = ^ji^*2.-^M? daher wird ^*» = ^-^' 
D^ hat die Entwiokelung 

(49.) (x-a)"^-*"'-^^V.{xl 
WO ^ai^) eine Entwiokelung der Form £c^{x—ay hat, worin Cy von Null 
verschieden ist, und in dem Ausdrucke von fi^ 

(50.) ,.. = .-».=e-(x-.)"-'*'^ 

sind die Functionen ri(x) nnd to(aj) bezüglich %{x) und !Fj_x(a;). 

Die Function ^t{x) wird nun erhalten, wenn man in die Determinante 

• • • 

• • • 



(51.) 



für y,i bis y^ ihre Entwickelungen der Form No. 1 (19.) setzt, alsdann die 

Glieder, die log(a;— a) enthalten, weglässt Bei dem Integrale y^ sei die 
Entwickeinng der Form No. 1 (19.) folgende: 

(52.) ix-af* \x, (x) +X2 {x)log{x~a)+-+x, (x) (log {x - a))'-'| . 

An Stelle von (a— o)"*^*"*"' ^ in (51.) ist dann dort beizubehalten die 
Function 

l^''x^{x)+k[*Kx-a) ^ +...+Ä(0.(a:-«)- ^^^^^ +e(x-«)" ^ 
(53.) l+l^''x.ix)+k?Kx-a) ^ +...+e,(a;-fl)- ^^^ 

' '•X— • • . 
+ »ü" Xn-i-1 (^)? 
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WO die fs Constanten sind, die sicli als ganze rationale Ausdrücke von r^ 
mit rationalen Zahlen als Coef&cienten darstellen. 

Wenn der Ausdruck (52.) die Entwickelung irgend eines Integrales 
von F« =0 darstellt, worin q eine beliebige fixirte positive ganze Zahl ist 

und einige oder alle Grössen x (^) ^^^^ Null sein dürfen, und man aus der 
Reihe 1, 2 bis q eine Zahl b fixirt, so kann man mittels elementarer Ope- 
rationen aus Fa, = eine homogene lineare Differentialgleichung mit ratio- 
nalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 
herleiten, welcher der Factor von (log(a? — a))*""^ in dem Integrale (52.) 
genügt Und zwar genügt derselbe dieser nämlichen Differentialgleichung, 

welche Werthe die Functionen {x—af*^Xci^) {c = l...q) in dem Integrale 
(52.) haben mögen, über die bei Herleitung der Differentialgleichung 
nichts bekannt zu sein braucht, gemäss den Untersuchungen Abh. Bd. 87 
dieses Journals No. 7 I. Satz A. Die rationalen Coefficienten dieser Diffe- 
rentialgleichung enthalten als Constanten rationale Ausdrücke der Constanten 

a und der Constanten in den Coefficienten von F^^ = mit rationalen Zahl- 

coefficienten. Man nehme für die Zahl q in diesem Satze diejenige, die 

so beschaffen ist, dass in den Entwickelungen aller Integrale y,, bis y.«^ 

der Form No. 1 (19.) (logix—a))^"^ die höchste Potenz von log (a?—a) mit 
nicht verschwindendem Factor ist (nach No. 1 (19.)), und für die Zahl b 

den Werth 1. Die (üsdann dem Vorstehenden gemäss aus F„ =0 hergelei- 
tete Differentialgleichung werde durch T^ (y, x) = bezeichnet; q ist die Ord- 
nung und der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Dieser Differential- 
gleichung genügen die Functionen in den Entwickelungen der Integrale 

y,i bis y,«^, die mit (log (a? — a))^ multiplicirt sind. Da sich aber durch 

diese Functionen alle übrigen Factoren der Potenzen von log(a:— a) in den 
Entwickelungen der Integrale als homogene lineare Ausdrücke mit con- 
stanten Coefficienten darstellen lassen (vgl. No. 1 (22.) und (25.)), so 
genügen der Differentialgleichung T^ (y, x) — alle Factoren der Potenzen 

von log (a?—a) in den Integralen y,i bis y.„^. (Abh. Bd. 87 No. 7 I. Satz B.) 

Die Differentialgleichung T^ (y, x) = Q hat bei x = a den charakteristischen 

Index gleich Null, weil dieses bei Fa^ = der Fall ist (1. c. Satz C). Da 

in den Functionen {x — af'^Xci^) c = 1 ... ^ in der Entwickelung von y^ die 
Grössen /,(«) bis /„(a) nicht alle verschwinden, so ist r,^ Wurzel der Ex- 
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ponentengleichnng von T^ (y, a:) = bei a? = a. Dass die Grössen r^ bis 
^»a, ^» Wurzeln dieser Exponentengleichnng sind, ergiebt sich daraas, dass 
die Differentialgleichung T^ (y, a?) = gemäss ihrer Herleitong die Integrale 
von F«^(y, a?) = 0, also unter der Form No. 1 (7.) enthält In der Ent- 

wickelung von (x—aY^Xci^) kann man eine beliebige Anzahl Coefficienten 
direct entwickeln (No. 1 (19.)) und die übrigen durch eine Kecursionsformel mit 
constanter Anzahl der Glieder, die sich aus T^(y,x) = Q ergiebt, eindeutig 
bestimmen. (Abb. B. 87 dieses Journals No. 7 11. b.). Die Coefficienten in 
dieser Entwickelung werden rationale Ausdrücke aus den Constanten a, 

r,i bis r«5 und den Constanten in F„^ = mit rationalen Zahlcoefficienten 
(vgl. (23.), (25.)). 

Die Function {x—a)^*^Xt{x) (c=l...gf) in der Entwickdung des 
Integrales y^ (52.) wird jet&t für die Function y = (x—aYu in 11. b.) ge- 
nommen ^ dabei r = ra gesetzt; es wird y = {x^af'^u in die Differential' 
gleichung T^ {y^ a?) = eingesetzt und die Differentialgleichung für u hergeleitet. 
Dies sei die Differentialgleichung (21.). Dann liefert die Formel (40.) einen 
Werth gleich oder grösser als der Modul von Xc(^)- In dieser Formel 
wird Ro gemäss (41.) gewählt und Mo aus (43.) bestimmt, y kann gleich ^ 
gesetzt werden, der Factor go wird für jede der q Functionen xd^) i^ der 
Entwickelung von y.^ (52.) besonders bestimmt als ^(j^. Man erhält also 

fModxc(a?) ^ fl'ücSK (c = 1 . . . flr) 

für Werthe x—a, bei denen Mod (a; — a) ^ ß < Ä« ist Es werde <; Ä,', < Ä« 
genommen and 

(55.) m' = (i- ^) ' 



gesetzt Dann erhält man aus (20.) die Relation 

(56.) Mod ^^ ^ ^l^g^m- 

für Werthe von x — a, bei denen Mod(a?— q) < fl < Rp ist. Wenn die «, 
Ausdrücke 2R und 9Jl', die den a, Exponenten r,j (b= 1...«,) in den Inte- 
gralen y,b entsprechen, gebildet werden, so kann man den Werth Rh bei 
allen übereinstimmend wählen, ebenso y, daher auch Ri , so dass nur M^ ver- 
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schiedene Werthe annehmen kann. Es werden nun bei y^ (b = 1 . . . a,) die 
Grössen 'SR ', Mo und g^t bezüglich durch 'SHi, M(n und gj^^ bezeichnet, so hat man 

bei ya: 

(57.) giV mi = ^(»> (l- S^) ' (b = 1 . . . «.). 



Wenn man in den Ausdruck (53.) an Stelle von Xti^) die Grösse fl^S^SKi, 
an Stelle von ^^^^ die Grösse /j^'/J,'^y/i 9iH^i einsetzt, so kommt in 
jedem Summanden der Factor 9Jii vor; entsprechend ist es bei allen Aus- 
drücken von der Art des Ausdruckes (53.), die in einer Vertikalzeile in 
der Determinante (51.) auftreten. Bildet man daher die Entwickelung der 
Determinante (51.) mit den Elementen (53.), die für die entsprechenden 
Elemente in (51.) eintreten, und setzt man in diese Entwickelung an Stelle 

von Xc ix) ein gj^V ^'t , an Stelle von -^^ ein ^^^^Z'^y^i ^2^ ^i ^ ^^ Stelle 
von x—a ein Ä und an Stelle jedes Coefficienten seinen Modul oder eine 
positive Grösse, welche denselben übertrifft, so erhält man den Ausdruck 

(58.) aK;9K;...aK;n(Ä), 

wo V^ eine ganze rationale Function von R und {Ri—R)~^ ist, in welcher 
die Coefficienten sich als ganze rationale Ausdrücke von Rl und den Grössen 
g^f^ mit positiven Coefficienten darstellen, und es ist zufolge der Relationen 

(54.) und (56.) 

(59.) Mod "F, {x) s 9Ji; an; . . . ajii F, (ä) 

für Werthe von x^-a, bei denen Mod (a? — a) ^ Ä <C Äo ist. 

Es ist ferner, da die Function W^ (^) anch im Nenner des Quotienten 
für Qix— a) vorkommt , eine positive Grösse > zu ermitteln , die gleich 
oder kleiner als Mod¥'fl(a?) ist. 

In dem Ausdrucke (53.) werde xd^) = Zc(ö)+(^— ö)Zc(^)7 (c = !...»+!) 
gesetzt, alsdann 

(60.) Ä^^^Zi(a) + ÄS'>/,(a) + ...+ Är^>/„^i(ö) 
durch A und 

(61.) {^i-k^''x.ix)-^k?^-^^ + kP{x-a)-^^ + --- + ki'Mx-ay-'^^^^ 

I — i~ • • • 
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durch B bezeichnet. Die Determinante (51.), worin das einzelne Element 
durch den entsprechenden Ausdruck (53.) ersetzt ist, wird nun in folgender 
Weise dargestellt. Wenn in der ersten, zweiten bis &*«° Vertikalzeile dieser 
Determinante x gleich a gesetzt wird, in der (&+l)^° statt des Ausdruckes 
A'\'{x-'a)B in deren einzelnen Elementen nur B beibehalten wird und 
die übrigen Vertikalzeilen unverändert gelassen werden, so werde die auf 
diese Weise erhaltene Determinante durch J^^j, bezeichnet. Alsdann wird 

(62.) ¥^,((r) = 4,+ (a:-a)(J. + zf, + ...+zfJ. 



fi> 



• 



In der Entwickelung von xA^) (52.) von der Form ^0.(0?— a)* ist der 

Coefficient von {x—ay dem Modul nach gleich oder kleiner als ^ 
(17.). Daher erhält man 

(63.) Mod£((r) ^ ^'^' ^ ^ 

für Werthe von x — a, bei denen Mod (a? — a) ^/KÄi'i ist. Setzt man nun 
in der Entwickelung der Determinante d^ (b = 1 . . . a) an Stelle von Xt (^) 
den Ausdruck rechts in (63.), an Stelle von Xt^^) die Grösse fl'S^SWi, an 
Stelle von — |^^ den Werth * ^' \ glV^h^ an Stelle von x—a den 

Werth R und an Stelle jedes Coefficienten eine positive Grösse gleich 
oder grösser als der Modul dieses Coefficienten, so erhält man den Ausdruck 

(64) aW[«_,^o3»;a-..2)...9K;F;(ß), 

wo VliR) eine ganze rationale Function von R und (Ä,)— Ä)~^ ist, deren 
Coefficienten ganze rationale Ausdrücke von ß,', und den Grössen g\^ mit 
positiven Coefficienten sind, und gemäss den Relationen (56.) und (63.) ist 

(65.) Mod J, ^ an^a-b+i) 9K'(.-,+,) ..M'aVUR) (b = 1 . . . a) 

für Werthe von x—a^ bei denen Mod(a;— g) <R<^ R[, ist. 4i ist von 
Null verschieden (49.). Wird nun fttr Ä <: Ä|, ein Werth Äi > genommen, 
so dass 

(66.) Mod^o-Ä,[5m;F;(ßO+9KUi5m:F;(ßO+-.-+5m;...ffl^^ 
ist, 80 ist gemäss (65.) (vgl. (42.)) 



(«'•) j>3 



Mod W^ {x) 



Mod^/o-Ä[3»;Fi(ß)+aR;_i9)?; f;(ä)+-+ü»;...9)i. f:(ä)] >o 



für Werthe von as— a, bei denen Mod(g— o) < fl < fi| <I /^'i ist. 
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Statt der Grössen SR^ (57.) kann man in der Relation (59.) aach 
andere positive Werthe nehmen, die grösser sind als 9J2^, ebenso kann man 
in (66.) und (67.) statt SDIj andere positive Werthe grösser als jene nehmen 
and Ri aus (66.) bestimmen, dann bleibt die Relation (67.) erhalten. 

Die Function Q{x—a)^ in Bezug auf welche die Grösse © gleich 
oder grösser als Mod(p(ir— a)) zu ermitteln war, ist das Product der Grössen 

-|- bei den Functionen tp No. 1 (52.), die in dem Integrale Ä (1.), (3.) vor- 
kommen. Das Integral S ist das Integral in der Darstellung No. 1 (51.) der 
Integralfunction in U No. 1 (30.) 

(68.) idxu^ jäxu^... iu^dx. 

Die Grössen w, die in (68.) enthalten sind, sind die Functionen 

und es kann die Function (a?--a)"' ein- oder mehreremal auftreten. Ist /i« 
gleich /i,», so hat dasselbe den Ausdruck (50.). Die in diesem Ausdrucke 
vorkommenden Functionen ??,> und co,^ werden bei /i^ durch ??, und w^ be- 

zeichnet. Nun sind die Grössen -|- bei den Functionen yp in dem Integrale 
/S (3.) folgende: 

^1 *«'i ^8 ^% '!?ao-f-..+ajt_i-l Woo+...+tt;t-l ^a„+...-fo;t-.I 

und die Grösse 1, die aus jedem fi = (ir— a)"* als Factor hervorgeht, wo 
jede der Grössen (70.) in der Entwickelung nach Potenzen von x-^a statt 
x—a eine der Grössen (a?— a)ai, (a:~a)aia2, ... (x— a)aia2...at, enthält, 
bei denen die a Werthe haben, deren Modul gleich 1 ist. 

Die in (70.) auftretenden Functionen ?? und w werden durch die 
Functionen V^(a:) (49.) (50.) gegeben, die bei den Differentialgleichungen 

^a, = (« = . . . Ar — 1) vorkommen. Die Function ;fab (^) geht aus den Inte- 
gralen der Differentialgleichung F^^ = No. 1 (19.) hervor. Für jede ein- 
zelne Function H^(^x) erhält man durch die Relationen (59.) und (67.) je 
einen von R abhängenden Ausdruck, von denen der eine gleich oder grösser, 
der andere gleich oder kleiner als Mod ¥• (a: ) ist, für Werthe von x — a, bei 
denen Mod(ir — a) ^ ßi (66.) ist. Eine Grösse Rx mit der vorhin genannten 
Eigenschaft werde nun für alle in Betracht kommenden Functionen ¥^(ir) 
übereinstimmend genommen, und es werde für die Function x^\,[x) gemäss 

15* 
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(54.) (55.) ein Werth ermittelt gleich oder grösser als Mod;^^!, (^) Air Werthe 
von X'-a, bei denen Mod (x—ä) <, Ri ist, wo Ri mit dem für die Func- 
tionen ¥^(a;) bestimmten Äi übereinstimmen soll. Wird dann in die Ent- 
wickelnng einer Function ¥^(a?) oder Xaii^) nach Potenzen von x—a eine 
der Grössen {x—a)ai bis (a; — a)ai,..a^ statt x—a eingesetzt, so bleiben 
die Relationen (59.), (67.), (54.) erhalten für die vorhin bezeichneten Werthe 
von 0?— o, wenn die a Werthe erhalten, deren Modul gleich 1 ist 

Die Function Q^x—a) ist nun das Product der Functionen (70.^ 
Setzt man statt der Grössen i? und co und Xai i^a Zähler die bezüglichen 
Ausdrücke (59.) (54.), statt der Grössen rj und w im Nenner die entsprechen- 
den Ausdrücke (67.), so erhält man einen Quotienten D(ß), dessen Zähler 
und Nenner eine ganze rationale Function von R und (ßo— Ä)"^ ist und 
welcher die Relation 

(7 1.) Mod Q{x-a)^£L (fi) 

erfüllt, für die Werthe von x—a^ bei denen Mod (a: — a) ^ Ä ^ iRj , und für 
die Werthe der Grössen «i bis a„, deren Modul gleich 1 ist 

c.) In dem Kreise um x = a als Mittelpunkt mit dem Radius Äj , wo 
Äi die am Schlüsse von b.) bezeichnete Grösse ist, in welchem Gebiete die dort 
genannten Grössen rj{x) und a}{x) einwerthig und stetig bleiben und nicht 
verschwinden, Xat^ (^) einwerthig und stetig ist, wird ein concentrischer Kreis- 
ring mit den Radien R[ und R'i genommen, so dass <: Äl < Äl' <C Ri ist, 
und ein zweiter concentrischer Kreisring mit den Radien Äi und ß^', so dass 

< ä; < ä; < ßi < ä; < R, ist 

Man hat dann für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien 
R'2 und R2 und die Werthe a, deren Modul gleich 1 ist, gemäss (48.) 
und (71.) 

(72.) Mod P {{x-ä)-') ^ e^^^'^"^^ = 31, 
(73.) Modp(ar-a)^Cl(Ä;') = S. 

Um nun in der Reihenentw^ickelung von P((a? — a)~') nach Potenzen von 
{x — a)"* (5.) einen Stellenzeiger v^ zu finden, von welchem an summirt der 
Rest der Reihe P" für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien 
R'i und R!i und die Werthe a, deren Modul gleich 1 ist, dem Modul nach 
gleich oder kleiner als x^ bleibt, wo x^ eine vorgeschriebene, beliebig kleine 
positive Grösse >>0 ist, wird die Formel (18.) angewandt für ^= (x— a)"\ 
Es ist nach Formel (18.) v^ so zu bestimmen, dass 
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(74.) e^(«'.-)(^y_|^^,,. 

Und um in der Reihenentwickelnng von Q(x—a) nach Potenzen von x—a 
(7.) einen Stellenzeiger Vt zu ermitteln, von welchem an summirt der Rest 
der Reihe Q" für die Werthe x in dem ELreisringe mit den Radien R[ und 
und /{('und die Werthe a, deren Modul gleich 1 ist, dem Modul nach 
gleich oder kleiner als x, bleiht, wo x, eine vorgeschriebene beliebig kleine 
positive Grösse >> ist, u>ird tutch Formet (18.) Vj so bestimmt, dass 



(75.) a(ß;')(-|I)' 



r: 



Xo, 



IV. o.) Es war in I bei der Function U 

(76.) U = (x- a)''+"""'"+"*-' V..(« -«) S 
der Werth der Grösse %ix—ä)S zu ermitteln. Das Integral S ist 

(77.) S = y 'rf«, . . .y'p ((x - a)-') Q {x -a) a{... al' da„. 

1 1 

Die Reihe P^Sx — a)"^) — JSp^ix—ay wird in zwei Theile getheilt 

'^V-a(«-ör" = P' nnd Jp_«(x-a)-« = P", 
ebenso wird die Reihe Q{x—a) = £qt{x—aY in zwei Theile getheilt 

^£ q, (« - «)• = Q' und Iqaix- a)' = Q". 

Dann ist PQ-FQ' = P'Q"+F'Q'+F'Q" und 

S = f'da^ . . .f'p' Q' af • . . . a^" da„ 

(78.) l ■' ' 

l+y rfa, ...J {PQ-FQ')a\... al" da„. 

I 1 1 

Nun wird nach III c.) für a; das Gebiet in dem Kreise um a; = a als Mittel- 
punkt mit dem dort bezeichneten Radius /2| genommen und es werden die 
concentrischen Kreisringe mit den dort genannten Radien 72^, A^, Äl', Äj', 
bei welchen <; ßi <: Äj < Äl' < Äi' <: Äi ist, in Betracht gezogen. 

Für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien Äi und Kl und 
für die Werthe a, deren Modul gleich 1 ist, ist 

(79.) ModP^Sl, Modp^S, 
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WO 3( nud 9 die durch (72.) und (73.) bestimmten Grössen sind, und es 
sind durch (74.) und (75.) die Stellenzeiger Vi und k, in den Reihen P 
und Q bestimmt worden, so dass fttr die Werthe x in dem ELreisringe mit 
den Radien R\ und R[' und die Werthe «, deren Modul gleich 1 ist, 

(80.) Mod P"^x,, Mod Q" ^ x^ 

ist, wo Xi und X2 beliebig vorgeschriebene positive Grössen >> sind. Daher 
ist für Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R'i und Ä'/ und Werthe 
a, deren Modul gleich 1 ist, 

(81.) ModF ^ a + x,, Modo' ^ ö+x,. 

Durch das Verfahren, das dem bei (13.), (14.) angewandten entspricht, ergiebt 
sich aus (77.) flir Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien Äi und Äi' 

(82.) ModS^aSiy(27i)% 

wo t] eine positive Grösse ist gleich oder grösser als das Product der bei 
(13.) genannten tji bis tja, und es ergiebt sich flir Werthe x in dem Kj-eis- 
ringe mit den Radien Äi und Äi', wenn 

/'da, . . ,f P' Q' «f . . . . a^ da, = S\ 

(83.) ( ' 

1 1 

gesetzt werden, 

J Mod S' ^ (21 + xO (33 + ^2) ^ (2 7()% 

^ *^ lModS"^[(2l + xOx,+(5B + ;f2)^,+^i^2]^(27r)^= cüi?(27i)^ 

Der Factor y/,, (o? - a) in 1/ ist 



(85.) v;o(a:-a) = 



Man hat für e*^' eine Reiheneutwickelung nach Potenzen von (a?— a)""\ deren 
einzelne Glieder man aufstellen kann, 

(86.) e*^- = p{{x-aY') 

und für den anderen Factor in v^o eiiie Reihenentwickelung nach Potenzen 
von x — a _ 

welche in dem Bezirke von x^a bei der Differentialgleichung flir yoi ^a, = 
convergirt, und deren einzelne Glieder man mittels dieser Differentialglei- 
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chnng angeben kann. Die Reihe p {{x — a)""') wird in zwei Theile p' und p" 
getheilt, von denen p' alle Glieder bis zu einem bestimmten Stellen- 
zeiger ^1—1 enthält, p" die übrigen, ebenso wird die Reihe q{x—a) in zwei 
Theile q' und q" getheilt, von denen q alle Glieder bis zu einem ge- 
wissen Stellenzeiger Vj— 1 enthält, 9" die übrigen. Dann ist 

(88.) M^--a) = p'q' + {p'q'+p"q'+p"q'). 

Nun erhält man, wenn für die Coefficienten in ir,, ihre Moduln oder positive 
Grössen, die diese übertreffen, eintreten und für a?—a Mod(a?— a) = Ä ein- 
gesetzt wird, wodurch aus tro der Ausdruck tüiR~^) hervorgehe, 

(89.) Mod e'^ S ^•^''"'^ 
für Werthe von x=^a, deren Modul gleich oder grösser als R ist. Für 
tfiii erhält man aus der Differentialgleichung F„^ = gemäss Formel (40.) 

eine Grösse gleich oder grösser als Modffoi für Mod (o?— q) < Ä <C /tp, dabei 
wird Rt) aus (41.) und ifu aus (43.) bestimmt. Für den Radius Ri des 
Kreises um x=^a, der bei (78.) genannt ist, wird ein Werth kleiner als das 
vorhin bezeichnete Äu genommen, was sofort angeht, da statt eines Werthes 
Ri jeder kleinere (> 0) mit demselben Ergebnisse genommen werden kann. 

Der Ausdruck (40.) gleich oder grösser als Modyoi ist noch mit einer Grösse 

V 

gleich oder grösser als Mod t-ött zu multipliciren, wodurch 

die Function von R q(Ä) erhalten werde, dann ist 

(90.) Mod "^"..„i < q (Ä) 

für Werthe von x —a, bei denen Mod (aj — a) ^ Ä ^ /i, ist. Mod x ist eine 
positive ganze Zahl, und was die Grösse gleich oder grösser als 

Mod ^ ^. 

(e?.2'"_l),..(eP<'*"'_l) 

angeht, so werde bemerkt, dass wenn (), = p,-\-igi igt, 

ModCe""'"- 1) ^ Mod (/'""- 1) 

ist, wenn ^r^O, und [2(l-cosp,27i)]* = Mod(e"""-l) ist, wenn ^ = 0. 
Setzt man nun 

(91.) e»("»"') = a, q(Ä;') = b 

und bestimmt die Stellenzeiger v'i und v'j aus 
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(92.) e»("'-^)^«" 






80 hat man für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien Ri und R!^ 

(93.) Mod/> "^ a, Mod q^h 

und für die Werthe x in dem Ereisringe mit den Radien R'j und R't 

(94.) Mod/'^x'i, Modg"^«;, 

wo x[ und x^ beliebig vorgeschriebene positive Grössen >>0 sind, daher 
in demselben Kreisringe 

(95.) Bf od;»' ^ a + «'„ Mod 9' ^ b + «;. 

Es werde 

(96.) p'q' = vi, pY+p"q'+p"q" = V« 

gesetzt. Dann ist für Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien Aä 
and R'2 

(97.) ModVu^ ab 

nnd für Werthe a; in dem Kreisringe mit den Radien R'i und R'l 

(98.) Modvl,^(a+«i)(b+«;), ModvöS(Q+«;)«;+(b+*i)«l+«l^ = a»'. 

Es ist nun für das Gebiet von x innerhalb des Kreises mit dem 
Radias Ri , abgesehen von x = a, 

(99.) v»S = v:.<S' + (v;'S"+V"S'+VnS"). 
Für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R!i nnd H^' ist 

(100.) KoAtpoS^ah%^i]{2ny. 

Fttr die Werthe a; in dem Kreisringe mit den Radien R'i nnd R't ist 

Mod(v;S"4-<S'+VoS") 
[(a + xl) (b + ;?;) to + (21 + Jfi) (53 + x,) «»'+ o> o>'] »? (271)" = « 
nnd daher 

(102.) ModviS' ^ ab 21 3917(271)°+«. 



Jioi.) { 



Die Grössen a, b, 31, S9, »7 sind bekannt. Die positive Grösse e>>0 wird 
vorgeschrieben, alsdann werden die positiven Grössen (> 0) x, , «2 , »1 , «i so 
gewählt, dass die Gleichung 

(103.) [ia+x[)(h + x',)w + {^ + x^)(fß + x,)w'+ww']T]{2n)'' = c, 
worin für w in co' ihre Ausdrücke aus (84.) und (98.) eintreten, erfüllt ist 
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Und nun werden die Stellenzeiger r^^ v^^ v[ und v[ gemäss (80,) und (94.) 
bestimmt, dann erhält man die ganzen rationalen Functionen S' und tpl eon 
x^-a und (o?— a)""* aus (83.) und (96.), so dass für die Differenz ipoS—tpiS' 
gemäss (99.) die Relation (101.) für die Werthe x in dem Kreisringe mit den 
Radien AI und R'i erfüllt ist. Die Coeffidenten in der ganzen rationalen 
Function tpoS' eon x—a und {x — a)"^ sind rationale Functionen eon Con- 
stanten in den Reihen p, j^od P ^^ä Q und Qi bis ()„ mit rationalen Zahl- 
coeffidenten. 

b.) Die Function (x - a)'«^"'^ "^ "*" Va* (^) No. 1 (21.) ist die Summe 
einer endlichen Anzahl von Functionen U (76.), demnach g>^i{x) gleich der 
Summe einer endlichen Anzahl von Functionen xp^Sy wie sie in a.) betrachtet 
sind. Diese Anzahl sei n und die y>oS durch v/()(e) /S>( (c = 1 . . . n) bezeichnet, so dass 

(104.) <jPab((r) = iv'ücoSc. 

Der in a.) bezeichnete Radius Äi des Kreises um a; = a, der sich auf je eine 
Function %S bezieht, werde bei allen n Functionen übereinstimmend ge- 
nommen und kleiner als der Radius des Bezirkes von a? = a bei der Diffe- 
rentialgleichung F«(y, a;) = (1.) der No. 1, was angeht, da statt eines 
bereits erhaltenen Werthes für Ä, auch jeder kleinere (>> 0) genommen 
werden kann. 

Es werden ferner S' und S", V'o nnd tp^ in a.) bei V^occ)®. durch 
S'tj ^t'i V^<'»c? V^ik bezeichnet Dann erhält man nach (99.) für das Gebiet 
von X innerhalb des Kreises mit dem Radius Ri abgesehen von x = a 

(105.) <p.j {x) = Itpi,s:+£ (v^; s: + < s; + tpin «;'). 

Werden die in (100.) vorkommenden Werthe bei V^oc^Se durch a«, b«, 2le, 
S3., iy„ a^ bezeichnet, so erhält man für die Werthe x in dem Kreisringe 
mit den Radien Äi und Äj' 

(106.) Mod<p«5 (x) < i a, be 21, S.% (27i)'^ . 

1 

Für die Werthe x in dem Ereisringe mit den Radien R[ und R[' ist 

(107.) Mod [tp'^ s: + v; s: + viL sn ^ *« 

wo «t die beliebig kleine positive Grösse c>0 in (101.) ist. Daher 

(108.) Modi[v;:,s;'+Ks;+<sn S i*.. 

Dann ist fttr x in demselben Kreisringe 

(109.) Modiv^S; ^ i a.b. 21, 33, 17, (271) ''•+le,. 
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n 

Wird der Werth von £ s^ vorgeschrieben , so werden die e^ diesem 

Werthe gemäss gewählt, alsdann nach o«) die ganzen rationalen Functionen 
V4 nnd SJ vona;— a und {x — aY^ ermittelt, so beschaffen, dass die Relation 
(108.) für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R\ und Ä'/ er- 
füllt ist. 

Nach No. 1 Schluss von a.) ist (a:~a)'^"^"*^-""^"*->,j(ir) (b = 2...^) 
gleich einem homogenen linearen Ausdrucke der Functionen 

mit Constanten Coefficienten , und wird demnach gleich einem homogenen 
linearen Ausdrucke der Functionen {x — a)'^«^"*^ "*^''*-^ 9>ti (a?) (a = 1 . • • gr — 1) 
mit Constanten Coefficienten, die bekannt sind. Es ist also (pgi {x) (b = 2 . . . g^) 

gleich einem homogenen linearen Ausdrucke von {x—af^"''^ y«i (^) (^ = 1 • • • fl' — 1) 
mit bekannten constanten Coefficienten, wo r^^-Tg positive ganze Zahlen 
sind, unter denen auch Null sein kann. Nun soll bei allen Functionen 
yai(^) (a = l...i) der Gruppe der Integrale No. 1 (21.) der vorhin genannte 
Radius Ä| übereinstimmend genommen werden. Dann werde Formel (105.) 
auf die Function y«i(a?) bezogen und in derselben der Ausdruck 

(110.) iv;;s; = vAx\ 

(111.) iy^;cs;'+<s:+Ks';) = yiu^) 

n 

und in (108.) £st= *ai gesetzt Der Aasdruck rechts in der Relation (106.) 

werde bei (pnix) durch Z,, bezeichnet Die Ausdrücke der übrigen fp^ix) 
durch die 9>«i(ic) seien aufgestellt Ein solcher Ausdruck sei 

(1 12.) *, {x - af -'« 9)n + ft, (aj - af'"' 9« + • • • + Ä._i (x - a)'-*"'« 9._„ = y.„ 

dann wird 

(113.) &, {x - af-'' <p'u +Ä, (X - a)"'-'' y;.+ • • • + Ä,_, (a? - a)'-»"'« y;_„ = <p'a, 

(114) &,(x-a)"-'>;; + Ä,(a;-a)^'-'>;'. + -.+*._»(x-a)'«-^-'>;'_n = Vrt 
gesetzt und femer 

(115.) Mod*,Ä;'"-'«Z„+ModÄ,Ä;"-'«Z„4-- + ModÄ._,Ä;''->-'«Z._„ = Z,», 
(116.) Mod&iÄ;''-'-'«e„+Mod Ar, «;''•-'««„+• ••+Mod&._,Ä;''-«-i-^«c._„ = «,», 

wo in den beiden letzteren Ausdrücken statt der Mod k auch grössere posi- 
tive Grössen gesetzt werden können. Man hat alsdann allgemein bei den 
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9'.» (ip) = fp'a, (^) + v'tt (.^) flir Werthe von x in dem Kreisringe mit den Radien 
ä; und R'i 

(117.) Moä<pa{x)^Z,t 

nnd für Werthe von x in dem Kreisringe mit den Radien R[ und R'i 

(118.) Mod (pa ix) <, Crt , Mod (p'^t {x) ^ Z.» + «.». 

Die Werthe Z.^ sind bekannt. Sind Maximalwerthe der Grössen 
«ab > vorgeschrieben, so werden die e^^ > gemäss (116.) gewählt, dann 
werden aus dem Vorhergehenden (104.) bis (111.) die Functionen (p'^i{x) er- 
mittelt und aus (113.) die übrigen <^^( (o;) bestimmt, ivodurch man alle Functionen 
(p'tii{x) als ganze rationale Functionen von x — a und (o;— a)"* erhält, die so 
beschaffen sind, dass die Differenz (p^^ {x) — (p^^^ {x) = 9)^^ {x) für die Werthe x 
in dem Kreisringe mit den Radien R\ und R'i die Relation (118.) erfüllt. 

c.) Es sind nun die Werthe der Differeutialquotienten von (Pati^c:) zu 
ermitteln. Man könnte hierzu davon ausgehen, die Werthe der Differential- 
quotienten von (ic— a)"^'^**"''''"^ "*^*'*"^^17= V^oS zu bestimmen und dabei, wenn 
(a:-a)"^'«'^'^"^"^"*-*^ = r gesetzt wird, die Formeln 

eU = f)Ui/dxu2.../u,dx, 
— = —^r-^jdxu2.../u,dx + euith/dxu3.../u,dx 



(119.) 



dx 

anwenden. Indem man diese Formeln wiederholt anwendet, kommt man 
zur Darstellung der Differentialquotienten von eil auf eine Summe von 
Grössen 

(120.) Jdxu2...Ju,dx, /dxuz...jUgdx, . . . Ju^dx, 1, 

multiplicirt mit Ausdrücken, die ganze rationale Functionen von r, u und 
ihren Ableitungen sind. Diese Ausdrücke sind dann nach IV a.) und 6.) 
zu behandeln. 

Anstatt aber auf diese Weise die Werthe der Differentialquotienten 
eon (Pahi^) ^ti berechnen y ist es am einfachsten, die Grössen (p'^ in b.) bei 
q>fti = (p'ai + g>ai sogleich so zu bestimmen, dass die Moduln der Differential" 
quotienten eon (p'^f, kleiner als vorgeschriebene Werthe werden. Hierzu wird 
folgender Satz angewandt. 

Die Function ^ (^) habe innerhalb eines Kreises um | = als Mittel- 
punkt mit dem Radius Ri die Entwickelung 

16» 
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(121.) ^{S) = Ic,§'+^cJ', 

U —1 



80 ist, wenn ^ = R&^ gesetzt wird, wo R<ZRi ist, 

(122.) c, = -^ßßi^ ^"" ^^ = i Ä-/' "?P (ßO e-^^'de (a = - oo . . . + oc). 



Ist M eine positive Grösse gleich oder grösser als das Maximum des Moduls 
der Function ^(|) fllr die Werthe §, deren Modul gleich R ist, so ist daher 

(123.) Mode, ^ -^ (a = -oo...+(X)), 
Es werden die Radien A',, R'i und R', R" genommen, so dass 

< ä; < Ä' ^ Ä" < m < Ri , 

und die Werthe von M für Mod^ = Ä; und Mod^ = Ä;' durch M^ und M'^ 
bezeichnet. Dann ist 

(124.) Mod IcJ' < M'; —^ 

. ii 



1— 



für Mod^<Ä<ßi', und 



(125.) Mod^ cj' < ^'/' \, 

-1 i_ ' 



für Modi >: R > Äl. Es ist ferner 



(126.) Mod^Jc.|-^^-|^ = 1.2.../^5^, Ä<ß;' 

(127.) Mod|,|c.|-^(-l)'^|i|- = 1.2.../-^^^^, ß>Ä;. 

Hieraus ergiebt sich für die Werthe S in dem Rreisringe mit den Radien 
R' und Ä" (vgl. (2Ö.)) 

a98^ Mod ^'^^^^ < 1 2 /{ ^VfiV . «\R\ ] 
(i^ö.) Moü ^^ ^ ^••^•••M(ÄV-Ä7+i+ (Ä'-Ä'j+ij- 

Die letztere Formel wird nun auf die Functionen (pa,(j^) in b.) an- 
gewandt, dabei wird jetzt der Ejreisring um a; = a als Mittelpunkt in Be- 
tracht gezogen mit den Radien R' und R", die zu den in 6.) genommenen 
Radien A^, R'i und As, R2 in der Beziehung stehen 

< ä; < ä; < Ä' ^ ß" < R'I < ä;' < äi. 

Es ist nach (117.), (118.) und (128.) für die Werthe ^ in dem Kreisringe 
mit den Radien R' und R" 
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(129.) M«d^^^l.2.../|-jj,^^ + ^j,5^|, 
(130.) U,>i^^^i.2...,\-^^ß§^ + -^^^\, 

Sind bei den Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung die Maximal- 
werthe der rechten Seite in (130.) vorgeschrieben, so werden die b^^ >> 
zunächst dieser Bedingung gemäss gewählt, nun die Functionen (p'ahi'x) nach b.) 
ermittelt, dann sind zugleich die Relationen (129.) bis (131.) erfüllt 

d.) Jetzt wird bei sämmtlichen m Integralen der Differentialgleichung 
^m(!f*^) = No. 1 (1.) bei x = a unter der Entwickelungsform No. 1 (21.) 
der im Vorhergehenden bezeichnete Radius Ri übereinstimmend genommen, 
alsdann sollen auch die in c.) genannten Radien /ij, R'2^ R[^ R'l^ R' und R" 
bei allen Integralen dieselben sein. Ein Integral 

(132.) Y = (x-a)^--'"-^--'"*-' (9>a.(^)+9>a.(^)log(^-a)+-+y«,,(a.)(log((r~a))^«-^) 

erhält nun die Darstellung 

(133.) y = r+Y", 

(134.) r={x^ay^^''^'-^''''\(pUx)+<pU^^^ 

{isb.)r'=={x-^ay^-''''^''^''''\<pU^^^ 

wo (p'af^ix) und (patix) aus 6.) hervorgehen. 

Es möge eine positive Grösse gleich oder grösser als das Maximum 
des Moduls von log(a; — a) für die Werthe x in dem Kjreisringe mit den 
Radien R[ und R'i durch L, und eine positive Grösse gleich oder grösser 

als das Maximum des Moduls von (a? — a)'^* "'■"""'■ "^''*"^ für dieselben Werthe 
von X durch M bezeichnet werden. Ist 

j.-a = Äe'% ^ ö^ 271, log(a?-a) = logß + iö, 
so kann man L gleich dem grössten der Werthe 

[(logÄ;R(27i)']* oder [(logß;')^+(27i)^]* 

setzen, M kann man gleich oder grösser als ^^^^^'^a+"o+ +a4_,)x j^^j^jj^^j^ Dann 

ist für die Werthe x in dem Kjreisringe mit den Radien R[ und R'i 

(136.) Mody ^ itf(Z,.+ Z.,L+-+Za,,i''"'), 
(137.) Modr'^ M{e,,^e,,L+-^ + e,^^L'<^-\ 

(138.) ModF ^ j|f(Z,,+ 6,,+ (Z.,+ 6,,)^ + -+(Za,,+ ««JI'*^'). 
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Hier sind die positiven Grössen Z^j ^ Mod y^^ (a:) aus a.) und b.) bekannt, 
die f«» siiid positive Grössen >0, so dass e«j ^ Mod ^^lU^)- Bildet man 



aus den Ausdrücken (133.), (134), (135.), -^, -^, -^ und setzt in 

die erhaltenen Ausdrücke statt -^, .^, -^ bez. die Grössen auf der 

rechten Seite von (129.) bis (131.), für die Differentialquotienten von 
(a?— a)*^* *"• *" "*""* und (log(a?— a))" positive Grössen gleich oder grösser 
als die Maxima der Moduln jener Functionen für a: in dem Kreisringe mit 
den Radien R' und R", so erhält man Ausdrücke gleich oder grösser als 

d'Y d'V /i»y" 

(139.) Mod4:i-, Mod4^, Mod*^ 



für die Werthe x in dem Ejreisringe mit den Radien R' und Ä". 

Wird nun eine Grösse als ganze rationale Function der Integrale Y 
und ihrer Ableitungen dargestellt (vgl. 4), und soll der Werth einer solchen 
Grösse bis auf eine Differenz kleiner als eine vorgeschriebene, beliebig 
kleine Grösse ermittelt werden, so wird, indäm man Y=V+Y'' setzt, jene 
Function in zwei Theile zerlegt, von denen der eine aus der ursprüng- 
lichen Function dadurch hervorgeht, dass V und seine Ableitungen an Stelle 
von Y und dessen Ableitungen treten; der zweite Theil soll dann dem 
Modul nach kleiner als die vorgeschriebene Grösse werden. Hierzu werden 

in denselben statt r, r\ -^, -^ die Ausdrücke (137.) bis (139.) gleich 

oder grösser als ModY', ModT', Mod-^, Mod^ und für die Coeffi- 

cienten ihre Moduln oder grössere Werthe eingesetzt. Dann sind Maximal- 
werthe der Grössen «^j so zu bestimmen, dass letzterer Ausdruck kleiner 
als die vorgeschriebene Grösse wird. 

Nun werden nach a.) und b.) die Functionen (f'ahix) als ganze 
rationale Functionen von x — a und (x—a)"'^ so bestimmt, dass für die Werthe 
X in dem Kreisringe mit den Radien R[ und R'i die Relation Modyit^taj gilt 

Alsdann liefert die ganze rationale Function , in welcher statt Y und 
dessen Ableitungen V (134.) und seine Ableitungen stehen, dadurch, dass die 
in diesen Ausdrücken f)orkommenden Functionen (p't^ti^) ganze rationale Func- 
tionen eon x—a und (x — a)'^ sind mit Coeffidenten , die sich rational aus 
gegebenen Constanten zusammensetzen y den gesuchten Werth , wenn x in dem 
Kreisringe mit den Radien R' und ß" liegt. 
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Was die beliebig angenäherte Berechnung von log(a? — a) und 
(a? - a)*^ = e^****^^'"""*^ angeht, so ist Dieses zu bemerken. Es sei x—a = Qe*^ 
gesetzt, ö = ... 2n, und log((r— a) = \og(} + iO. Ist x—a = u+ie, u 

und f> reell, so ist logp = ^logCii'+t''), ö = arctang — h^^, woy=0, 1, 2. 
Ist p^ > 1 , so wird log p^ = — log -r genommen ; ist ;f > 1 , so wird 

n 1 

arctangx = -H-— arctang — Nun kann man für Werthe ^, deren Modul 

1 ist, von log (1 + 1) = / j ilfc ^^^ von arctang^= /t^4? durch die 

Potenzreihen nach (18.) einen beliebig angenäherten Werth berechnen, indem 
sich ein Werth grösser als das Maximum des Moduls der Reihe für Mod^=Ä 
mittels der Reihe und der Function ohne Weiteres ergiebt. 

Wird {x—aY = &''^(l+€) gesetzt, wo co ein beliebig angenäherter 
Werth für log(a?— a), e beliebig klein ist, so geschieht die beliebig ange- 
näherte Berechnung von e^*** mittels der Exponentialreihe nach (18.). 

e.) In der Entwickelung der Function (pai{x) b.) Von der Form (121.) 
für § = x — a ist der Coefficient c« (a = — oo — |-^) gleich der Summe der 
gleichstelligen Coefficienten in den Entwickelungen von (pa^i^) und yii(a:). 
Der Coefficient in der Entwickelung von yi^ {x) ist bekannt, der Coefficient 
in der Entwickelung von (pah{^) hat einen Modul der gleich oder kleiner 

als -^ und als -^ ist (123.). Die Grösse s^ kann unabhängig von R[ 

und R'i beliebig klein gewählt werden, man kann also den Werth des Coef- 
ficienten c^ in der Entwickelung eon (Pat^{x) beliebig angenähert ermitteln. 

Bei der Entwickelung der Form (121.) für S = x — a von der in 

No. 2 betrachteten Function c""^* 9?«* C^)? kann man den Werth des Coeffi- 
cienten von {x—aY in derselben Weise beliebig angenähert bestimmen. Zu 

dem Zwecke hat man ü^(aj— a)"^'^*^""^"^''*"*^ in a.) noch mit e"^* zu multi- 

pliciren, und es ist dann e"'"~"'*y(n in derselben Weise, wie dort e'^yoi zu be- 
handeln. Man erhält also den Werth des Coefficienten von (x—aY in der 

Entwickelung von e""'* 9)^^ {x) bis auf eine Grösse, deren Modul gleich oder 
kleiner als -^ und als -^ ist. Ist R[<il gewählt, so nehmen die Werthe 

^^ mit (algebraisch) abnehmendem Zeiger a ins Unendliche ab. Sobald 
der für den Coefficienten von (x—aY a <C erhaltene angenäherte Werth 
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dem Modul nach grösser als -^ ist, verschwindet der Coefficient von {x—af 

nicht. Ergiebt sich auf diese Weise, dass ein Coefficient mit negativem 

Zeiger in der Entwickelung von e^^{x — ay(p^[x)^ wo v die in No. 1 e.) 
genannte ganze Zahl ist, nicht verschwindet, so muss die Entwickelung 
unendlich viele von Null verschiedene Coefficienten mit negativem Zeiger 
enthalten. 

4. 

Es soll die Fortsetzung eines Integrales der Differentialgleichung 
F«(y, a?) = (1.) in No. 1, welches bei einem Punkte entwickelt ist, längs 
einer sich selbst nicht schneidenden Linie,, fortwährend auf einer Seite der- 
selben, bis zu irgend einem anderen Punkte hin durchgeführt und die erhaltene 
Function durch ein bei letzterem Punkte entwickeltes Integralsystem linear 
mit Constanten Coefficienten ausgedrückt werden. 

I. Zu diesem Zwecke wird nach Abh. Bd. 87 No. 6 «.) und b.) 
durch die singulären Punkte der Differentialgleichung eine sich selbst nicht 
schneidende, in sich zurücklaufende Linie L gezogen. Diese theilt die Con- 
structionsebene in zwei Theile, im Innern jedes dieser Theile ist ein Integral 
einwerthig und stetig. In einem dieser Theile T^ wird bei jedem singulären 
Punkte innerhalb des Bezirkes dieses Punktes ein System linearunabhän- 
giger Integrale aufgestellt. Das Integralsystem bei einem singulären Punkte 
wird zu einem auf der Linie L liegenden benachbarten singulären Punkte 
in dem Gebiete Ti fortgesetzt und durch das bei diesem entwickelte Integral- 
system ausgedrückt. Die in diesen Ausdrücken vorkommenden constanten 
Coefficienten bilden eine auf letzteres Integralsystem angewandte Substitution, 
die durch A bezeichnet werde. Die inverse Substitution Ä, auf das erste 
Integralsystem angewandt, liefert das Resultat der in Ti genommenen Fort- 
setzung des zweiten Integralsystemes zu dem ersten Punkte hin. Es wird 
femer jedes Integralsystem bei einem singulären Punkte in einem Gebiete, 
welches von singulären Punkten nur diesen enthält, in positiver Richtung 
(vgl. No. 1 a.)) längs der Begrenzung dieses Gebietes um den singulären 
Punkt herumgeführt und das Resultat durch das ursprüngliche Integralsystem 
ausgedrückt, die Coefficienten in diesen Ausdrücken bilden die Substitution B. 
Die inverse Substitution B\ auf das ursprüngliche System angewandt, ergiebt 
das Resultat des Umganges in umgekehrter Richtung. 
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Wenn nun ein Integral bei irgend einem Punkte entwickelt ist und 
längs einer vorgeschriebenen Linie zu einem anderen Punkte fortgesetzt 
und durch ein bei diesem entwickeltes Integralsystem ausgedrückt werden 
soll, so wird das Integral zunächst durch die Integrale bei einem der sin- 
gulären Punkte ausgedrückt, alsdann der vorgeschriebene Weg durch einen 
anderen ersetzt, der aus Uebergängen von einem singulären Punkte zu den 
benachbarten, die durch die Substitutionen A und A vermittelt werden, und 
aus Umgängen um die singulären Punkte, die durch die Substitutionen B 
und ß' gegeben werden, besteht, und zuletzt das Integralsystem bei einem 
der singulären Punkte durch das bei dem Endpunkte der vorgeschriebenen 
Linie entwickelte System ausgedrückt. (Vgl. Abh. Bd. 87 No. 6 c.) (Schluss)). 

IL In der Differentialgleichung F^{y,x) = No. 1 (1.) soll nun bei 
jedem singulären Punkte der Differentialausdruck F^Xy, x) eine Darstellung 
wie (4.) in No. 1 haben, in welcher die Wurzeln der Exponentengleichungen 
die in No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft besitzen. Bei dem singulären 
Punkte x=a haben die Integrale jeder Gruppe die Entwickelung No. 1 (21.). 
Ist a? = oo Singular, also nach Substitution von x = r^ der Punkt < = 0, so 
wird bei < = die Entwickelung der Integrale der Form No. 1 (21.) ge- 
bildet und t = x~^ gesetzt. Dann werden diese Entwickelungen in dem in 
Ti liegenden Theile des Bezirkes des singulären Punktes fixirt in Bezug 
auf den Zweig von log(a;— a) in (aj — a)' = e'^'"'*^*"''^ und (log(a;— a))% ent- 
sprechend bei 05 = 00 in Bezug auf log(— ). Dabei wird bei einem und 

demselben singulären Punkte x = a der Werth von log {x — a) in {x — aY in 
den Ausdrücken aller Integrale übereinstimmend genommen, und es soll 
der Werth von log(a?— a) in (log(ir— a))'* in den verschiedenen Gruppen 
übereinstimmen; entsprechend bei x = oo. 

a.) Die Substitutionen B erhält man durch die Formeln No. 1 (25.), 
die inversen B' entweder aus B oder durch das Verfahren, wodurch B in 
No. 1 gewonnen ist. Die Substitutionen A werden in folgender Weise erhalten. 
Die Werthe der bei einem singulären Punkte entwickelten Integrale und 
ihrer Ableitungen bis zur (m~l)^«" Ordnung werden in einem nichtsingu- 
lären Punkte des Entwickelungsgebietes aufgestellt. Bei diesem nichtsin- 
gulären Punkte wird ein System von Integralen entwickelt und durch dieses 
das erstere System ausgedrückt und umgekehrt. Nun ist der Uebergang zu dem 
bei einem anderen nichtsingulären Punkte entwickelten Systeme zu vollziehen. 
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Die Werthe der bei dem singulären Punkt x = a entwickelten Inte- 
grale No. 1 (21.) und ihrer Ableitungen bis zur (m—l)*«» Ordnung werden 
nun innerhalb des Bezirkes dieses Punktes in dem in No. 3 betrachteten 
Kreisringe mit den Radien R' und R" in dem Gebiete T^ dargestellt. Jeder 
Punkt dieses Ringes ist ein nichtsingulärer. Ein solcher Punkt x = a' 
in Ti wird herausgenommen und die Integrale No. 1 (21.), die durch 
y^^^{k= l...m) bezeichnet werden, sollen durch ein bei x = a' entwickeltes 
System von Integralen y,i(Ä = l...m) ausgedrückt werden und umgekehrt. 
Die Integrale yij,{k=l...m) seien so beschaffen, dass 

Die Entwickelungen derselben bei dem nicht singulären Punkte sind durch 
diese Bedingungen bestimmt und die Integrale linearunabhängig. Dann wird 

(2.) yo* = c*iyn+ct2yi2+---+c*«yi« 

und wegen der Bedingungen (1.) erhält man 



(3.) ^» = (^) .; 



Man kann nun nach No. 3 fUr j^o^^ und seine Ableitungen in dem Kreisringe 
mit den Radien R' und R", demnach fiir die Constanten c« Grössen an- 
geben, die gleich oder grösser als Modc^^ sind, und eine Darstellung von 
Crt aufstellen unter der Form c'+c", wo Mode" kleiner als eine vorge- 
schriebene beliebig kleine Grösse € ist, c' nach No. 3 IV. d.) berechnet wird. 
Es ist femer das Gleichungssystem 

(4.) y., = {y.u.Ua'yn+(^) ,yn+-+(-S^) ^.J'^- (Ä = l...m) 

umzukehren. Die Determinante desselben verschwindet nicht, weil die 
Functionen j^(^ (Ar = 1 . . . m) linearunabhängig sind. Diese Determinante D ist 
die Differentialdeterminante der Integrale y^k (& = 1 . . . m) im Punkt x = a' 
und durch No. 1 (13.) bis (18.) gegeben. Die Coefficienten in dem umge- 
kehrten Systeme (4.) seien durch k bezeichnet. Für k ist eine Grösse 
Mod k anzugeben, und wenn k = k'+ A" gesetzt und Mod k" beliebig klein 



genommen wird, so ist k* zu berechnen, k ist von der Form -^. Setzt 
man J = ^'+^", D = D'+D", so wird 
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^ ^^ D ^ D'^ DD' 

Eine positive Grösse gleich oder kleiner alsModZ) sei d. Man erhält die- 
selbe aus No. 1 (16.). Ebenso sei eine positive Grösse /?^Mod/> er- 
mittelt und eine solche y ^ Mod^ (nach No. 3 IV.). Alsdann ist ^ > Mod k. 

Nun ist 

.n. ^ . j D'J''--,rD'' \ ^ (/y + ModP^OMod^^^+(y + ModJ^OModP^^ 
(,b.) Moa I ^^, j ^ 5(d-ModP") ' 

wenn cJ— ModZ)">>0 ist. Soll die rechte Seite in (6.) kleiner als eine 
vorgeschriebene beliebig kleine Grösse werden, so sind Maximalwerthe von 
Mod^" und ModD" dieser Bedingung gemäss zu wählen. Man erhält die 
Werthe.von ^' und D' aus No. 3 IV. rf.)- Ist der Punkt a: = oo singulär, 

so werden nach Substitution von a? = — die Werthe der Integrale und ihrer 

Ableitungen in einem nichtsingulären Punkt t^ bestimmt und hieraus die 
Werthe der von x abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen in einem 

nichtsingulären Punkt o? = a' = — in dem Gebiete T^ hergeleitet. Für 

die Determinante D der von x abhängenden Integrale erhält man, wenn 
diejenige der von t abhängenden Integrale D' ist, nach Abh. B. 87 No. 5 (10.) 

m(m— l) 

/> = (- ar-^)""^ D\ 

Nun sind die bei zwei nichtsingulären Punkten in Tj entwickelten 
Integralsysteme (1.) in T^ fortzusetzen und durch einander auszudrücken. 
Zwischen beiden Punkten können noch andere nichtsinguläre eingescho- 
ben und bei denselben Integralsysteme entwickelt werden, und zwar sollen 
zwei auf einander folgende a und h so angenommen werden, dass man durch 
h einen Kreis legen kann, innerhalb dessen Peripherie a und ausserhalb 
derselben alle singulären Punkte der Differentialgleichung liegen. Dieser 
Kreis wird durch eine rationale Substitution ersten Grades x = R{S) conform 
auf den Kreis in der ^-Ebene um ^ = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 
abgebildet, so dass dem Punkte x = a der Punkt 1 = 0, dem Punkte x=^b 
der Punkt 1=1 entspricht. Diese Substitution ist in Abh. B. 87 No. 1 
hergeleitet. Die Differentialgleichung F^ (y, x) = gehe in G^ iy^S) = 
über. Der charakteristische Index bleibt in entsprechenden Punkten un- 
geändert, und einem nichtsingulären Punkte der einen entspricht ein nicht- 
singulärer der anderen, einem ausserwesentlich singulären entspricht ein 

17* 
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ausserweseutlich singulärer Punkt. In die bei den Punkten x = a und x = b 
entwickelten Integralsysteme wird x=^R(S) eingesetzt, und es werden die 
Werthe der von ^ abhängenden Integrale und ihrer m— 1 ersten nach § 
genommenen Ableitungen für $ = und ^ = 1 aufgestellt. Das Integral- 
system von G«(y, ^ = bei i=0 sei durch ycjt (ä = 1 ... m) bezeichnet, das 
Integralsystem bei ? = 1 wird durch ein bei 1=1 entwickeltes Integral- 
system, welches die Bedingungen (1.) für a' = 1 erfüllt, ausgedrückt, dieses 
sei durch y^k (Ä = 1 . . . m) bezeichnet. Dann hat man das System y,» 
(Ä = 1 . . . m) durch das System y^j, (ä = 1 . . . m) darzustellen. Es finden 
wieder die Gleichungen (2.) und (3.) statt bei a? = |, a' = 1. Für die Con- 
stanten ( rffctt-i* ) kann man ebenfalls eine Grösse, die die Constante dem 

Modul nach übertrifft, aufstellen und eine Darstellung c'+c'^ geben, wo 
c" dem Modul nach beliebig klein ist, c' eine ganze rationale Function 
von § für ^ = 1 , so dass der Werth derselben sich berechnen lässt Man 
hat zu dem Zwecke die Sätze No. 3 IL anzuwenden. Auf die Diffe- 
rentialgleichung G^ {y, ^) = wird Formel No. 3 (40.) angewandt. Hier 
ist der Radius Ä„ grösser als 1 und kleiner als der des Bezirkes von f = 
zu nehmen, was angeht, da die singulären Punkte der Differentialgleichung 
bekannt sind. Der Werth von Jtf,, in (40.) wird aus No. 3 (44.) ent- 
nommen. Nimmt man nun 1 <; Äi < Ä2 < ßo, so liefert der Ausdruck in 
No. 3 (40.) für Ä = Ä2 eine Grösse, die gleich oder grösser ist als Mody,,* für 
Modg<fl2? und setzt man in No. 3 (20.) diese Grösse für M ein, Ä = Ä2, 

so erhält man eine Grösse, gleich oder grösser als Mod-^|- für Modg<fli. 

Werden diese Grössen für M in der Entwickelung No. 3 (18.) bei y.y^ und 

J^ und Ä = /J,, Ä' = 1 gesetzt, so kann man den Stellenzeiger v so 

wählen, dass der Rest beliebig klein wird. Nach demselben Verfahren ist 
das Integralsystem bei x = b durch das bei x = a auszudrücken. 

6.) Sollen die Substitutionen A für die Integral Systeme bei zwei sin- 
gulären Punkten, bei denen der charakteristische Index gleich Null ist, bestimmt 
werden, wenn der eine Punkt innerhalb des von einem Kreise begrenzten 
Gebietes, der andere auf der Begrenzung liegt und die übrigen singulären 
Punkte ausserhalb dieses Gebietes sich befinden, wobei auch der Fall, dass 
der innerhalb des Gebietes befindliche singulare Punkt im Unendlichen 
liegt, nicht ausgeschlossen ist, so wird gemäss Abh. B. 87 No. 6 d.) durch 
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eine rationale Substitution ersten Grades x = R{S) dieser Fall auf den zurück- 
geflihrt, dass der eine singulare Punkt § = 0, der andere 1=1, bei beiden 
der charakteristische Index gleich Null ist und die übrigen singulären Punkte 
ausserhalb der Peripherie des um ^ = als Mittelpunkt durch ^ = 1 ge- 
legten Kreises liegen. Alsdann erhält man für jede Constante in der Sub- 
stitution A nach Abh. Bd. 87 No. 3, 4, 10 einen analytischen Ausdruck, der 
sich durch eine Reihe nach Potenzen von § mit positiven ganzzahligen 
Exponenten für §=1 darstellt, deren Convergenz mittels der Fowrterschen 
Reihe bewiesen worden ist. Die beliebig angenäherten Werthe dieser Con- 
stanten erhält man nach a.); vgl. dabei Abh. Bd. 87 No. 2 I. 

c.) Um ein Integral durch das bei einem singulären Punkte ent- 
wickelte System auszudrücken, seien von diesem Integrale und seinen lu—l 
ersten Ableitungen in einem nichtsingulären Punkte die Werthe gegeben, 
dann wird wie in a.) verfahren. Ist das Integral bei einem singulären 
Punkte, dessen charakteristischer Index gleich Null ist, entwickelt, so tritt 
das Verfahren Abh. Bd. 87 No. 2 I ein. 

Das Resultat der Fortsetzung eines Integrales von einem Punkte zu 
einem anderen stellt sich durch Zusammensetzung der Substitutionen als 
eine ganze rationale Function von Grössen C dar, die gleich C'+ C gesetzt 
werden. Diese Function wird in zwei Theile zerlegt, von denen der eine 
aus der ursprünglichen Function entsteht, indem C statt C eintritt, der zweite 
soll beliebig klein gemacht werden. In diesen wird statt C und C" be- 
züglich ModC+ModC" und ModC" gesetzt, die Maximalwerthe vonModC" 
werden so gewählt, dass der erhaltene Ausdruck kleiner als eine vor- 
geschriebene Grösse wird. Die Werthe C werden dann nach den früheren 
Angaben berechnet. 

in. a.) Man braucht die Substitutionen A und B, von denen in I 
und U die Rede war, nur in Bezug auf die bei den wesentlich singulären 
Punkten entwickelten Integralsysteme zu nehmen, da bei einem ausser- 
wesentlich singulären Punkte die Integrale einwerthig und stetig bleiben. 

Es ist, abgesehen von der Differentialgleichung -^ = 0, immer wenigstens 

ein wesentlich singulärer Punkt vorhanden. Denn wenn eine homogene 
lineare Differentialgleichung mit einwerthigen Coefficienten und singulären 
Punkten in endlicher Zahl nur ausserwesentlich singulare Punkte enthielte, 
80 würden die Integrale allenthalben im Endlichen und Unendlichen ein- 
werthige und stetige analytische Functionen sein, müssten mithin Constante 



134 Thomd, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

sein, es könnten also nicht mehrere linearunabhängige vorkommen. Dies 
trifft nur bei der Differentialgleichung -^ = zu , die überhaupt keinen 
singulären Punkt enthält. 

Die Berechnung der Substitutionen A flir die Integralsysteme bei 
zwei auf einander folgenden wesentlich singulären Punkten bleibt unverändert, 
wie in Ha.) angegeben ist. Der Uebergang von einem bei irgend einem 
Punkte entwickelten Integralsysteme zu dem bei einem wesentlich singulären 
entwickelten wird ebenfalls, wie in II c.) angegeben ist, vollzogen, indem, 
wenn jenes Integralsystem bei einem ausserwesentlich singulären Punkte 
entwickelt war, die Werthe der Integrale und ihrer m — 1 ersten Ableitungen 
in einem nichtsingulären Punkte aufgestellt werden, wie dies bei der Be- 
rechnung der Substitutionen A in II a.) geschehen ist. 

Wenn bei zwei singulären Punkten ^ = und 1=1 der charakte- 
ristische Index gleich Null ist und auf dem Kreise mit f = als Mittelpunkt 
und dem Radius 1 ausser etwa ?=0 und ^=1 nur ausserwesentlich singulare 
Punkte liegen, so bestehen die in II b.) bezeichneten analytischen Ausdrücke 
für die Constanten in der Substitution A und werden in derselben Weise her- 
geleitet, wie wenn die ausserwesentlich singulären Punkte nicht vorhanden 
sind (Abh. B. 87 No. 6 e.)). Dieses beruht auf dem Satze: Wenn auf der 
Peripherie des Bezirkes eines Punktes nur ausserwesentlich singulare Punkte 
liegen, so müssen in der allgemeinen Darstellung eines Integrales von der 
Form No. 1 (21.) die Functionen (p^j, Entwickelungen durch Potenzreihen 
haben, welche weiter als in dem Bezirke des Punktes convergiren, jeden- 
falls innerhalb des Kreises um diesen Punkt als Mittelpunkt, der durch den 
nächsten wesentlich singulären Punkt geht, was aus den homogenen linearen 
Relationen mit constanten Coefficienten zwischen den Functionen {x — ay q>, 
die No. 1 Schluss von a.) betrachtet sind (vgl. Abh. Bd. 87 No. 1 (20.)), 
und der Eigenschaft der Integrale, dass sie bei einem ausserwesentlich 
singulären Punkt einwerthig und stetig sind, hervorgeht. 

6.) Der Differentialgleichung F^ (y, x) = mögen die Integrale einer 
homogenen linearen Differentialgleichung a^^ Ordnung, wo a<im ist, mit 
rationalen Coefficienten f^ (y? x)=^0 genügen (vgl. No. 9 1) , und bei zwei 
singulären Punkten von F^ = seien Systeme von a Integralen von /« = 
entwickelt. Es sollen nun die a Integrale bei dem ersten Punkte in das 
Gebiet des zweiten fortgesetzt und durch die a Integrale bei letzterem Punkt 
ausgedrückt werden. Die a Integrale bei jedem der beiden singulären 
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Punkte werden in einem nichtsingulären Punkte von F^ = und /« = 
durch ein bei diesem entwickeltes Integralsystem von /« = ausgedrückt 
und umgekehrt, wie in II a.). Man hat dann in zwei nichtsingulären Punkten 
von F„ = und /« = ein System von Integralen von /« = und das eine 
System in das Entwickelungsgebiet des anderen fortzusetzen und durch 
letzteres System auszudrücken. Hier können andere nichtsinguläre Punkte 
von F« = und /« = eingeschoben werden , so dass zwei auf einander 
folgende Punkte a und h so liegen, dass durch b ein Kreis gelegt werden 
kann, innerhalb dessen Peripherie a und ausserhalb derselben alle singulären 
Punkte von F« = liegen ; es dürfen also auf dieser Kreisfläche ausser- 
wesentUclh singulare Punkte eon /« = sich befinden. Dieser Kreis werde 
durch eine rationale Substitution ersten Grades x= R{S) conform auf den 
Kreis in der |- Ebene um 1 = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abge- 
bildet, so dass x = a ? = und x = b 1=1 entspricht. Durch diese Sub- 
stitution gehen F^{y, x) = in G^{y, §) = und /«(y, a:) = in g^iy, ^) = 
über. Dann liegt auf der Kreisfläche mit 1 = als Mittelpunkt und dem 
Radius 1 fsein singulärer Punkt von G„, {y, |) = 0. Die Integrale von /« = 
bei a und b werden durch solche von g^^O bei 1 = und 1=1 ausge- 
drückt , dieselben seien y,jfc (ä = 1 . . . a) bezüglich y u (ä = 1 . . . a) , wobei die 
bei 1=1 die Bedingungen (1.) fiir x = S, ^' = ^i erfüllen sollen. Dann 
finden wieder die Gleichungen (2.) und (3.) für o? = ^, a' = 1 , m = a statt. 

Die Werthe eon ( Jt^ j (b = 0...a— 1) fsann man nun mittels der Diffe- 

rentialgleiclhung G«, (y^ ^ = , der die Integrale yi^ genügen , berechnen durch 
das Verfahren, welches in II Schluss von a.) auseinandergesetzt ist, so dass 
man hierbei die etwa vorhandenen ausserwesentlich singulären Punkte auf 
der oben genannten Kreisfläche nicht zu kennen braucht. Durch dasselbe 
Verfahren wird das Integral System von /« = bei b durch das bei a aus- 
gedrückt. Ist ein Integral System von /« = bei einem nichtsingulären Punkt 
dieser Differentialgleichung entwickelt und der Uebergang zu einem sin- 
gulären Punkt zu bilden, so geschieht dieses wiederum durch das eben 
auseinandergesetzte Verfahren mittels der Differentialgleichung F« (y, x) = 0. 
c.) Die Coefficienten einer homogenen linearen Differentialgleichung 
seien allenthalben einwerthige analytische Functionen, die nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten unstetig werden. Durch eine rationale Sub- 
stitution ersten Grades kann ein wesentlich singulärer Punkt ins Unendliche 
projicirt werden. Man betrachte nun den Fall, dass im Endlichen nur ein 
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wesentlich singulärer Punkt übrig bleibt, die übrigen singulären Punkte 
daselbst ausserwesentlich singulare sind. Wenn man die Entwickelung der 
Integrale bei dem wesentlich singulären Punkte in der allgemeinen Form, 
No. 1 (21.) nimmt, so coneergiren die Potenzreihen , die die Functionen 
(p darstellen y in der ganzen Ebene (die mit negativen Exponenten, abge- 
sehen von x = a) nach dem Satze Schluss von a.) , wie bereits in Abh. 
Bd. 87 No. 6 e.) angegeben ist. (Ebenso wenn im Endlichen kein wesentlich 
singulärer Punkt mehr vorhanden ist, und man die Entwickelungen bei 
irgend einem Punkte nimmt.) Auf diesen Fall wird derjenige zurückgeführt, 
wenn von allen singulären Punkten im Endlichen a, bis a^, abgesehen von 
einem a« , vorausgesetzt wird, dass der charakteristische Index bei denselben 
gleich Null ist, und die Integrale bei jedem der Punkte Oi bis a^^i zu einer 
einzigen Gruppe gehören, in welcher kein Logarithmus vorkommt. Ist dann 
bei a« (oc = 1 . . . ;f ~ 1) die Wurzel der Exponentengleichung mit dem kleinsten 
reellen Theile r^"^ , so hat man, wenn die abhängige Variable in der Diffe- 
rentialgleichung durch z bezeichnet wird, statt z einzusetzen 

(x—ai) ...(o?— a,^i) y, 

die Differentialgleichung für y hat dann die vorhin angegebene Eigenschaft. 
Bei dem singulären Punkte im Endlichen a^ sei auch der charakteristische 
Index gleich Null. Kommt nun in den Integralen bei diesem Punkte 
kein Logarithmus vor, so erhält man die Entwickelung der Integrale aus 
der ursprünglichen Differentialgleichung (vgl. Abh. Bd. 87 No. 7 II a.)). Sind 
die Coefficienten der Differentialgleichung rational, und es dürfen auch 
Logarithmen in den einzelnen Gruppen der Integrale bei a^ vorkommen, 
so liefert die aus Abh. Bd. 87 No. 7 I entnommene Differentialgleichung 
r^ iVy ^) = 0, die in No. 3 III betrachtet ist, die Entwickelung der Functionen 
q) in jeder Gruppe. 

5. 

Von der Differentialgleichung F^{y,x) = (1.) in No. 1, in welcher 
Pmiy^^) sich durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellen 
lässt, war in No. 1 vorausgesetzt worden, dass man F« {y, x) bei a? = a durch 
ein solches System von Differentialausdrücken der Form (4.) in No. 1 aus- 
drücken kann, welches in Bezug auf die Exponentengleichungen die dort 
vor a.) angegebene Eigenschaft besitzt, dass die Wurzeln der Exponenten- 
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gleichuDg von F„ = sich von denen der Exponentengleichung von F„ = 0, 

y^x, nicht um ganze Zahlen unterscheiden. 

An Stelle dieser Voraussetzung über F^{y^x) wird jetzt eine solche 
aufgestellt, von welcher jene ein besonderer Fall war. 

I. a.) Wenn der homogene lineare Differentialausdruck «ter Ordnung 
*a iy^ ^) ^it rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 auf die Form gebracht werden kann e"'*„(e~''y, a?), wo 

„ gleich N„n „der von äe. F„™ icC-»,- i., *. e,„ .„M.gener 

linearer Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten, so dass *« = bei 
x = a den charakteristischen Index gleich Null hat , so ist dieses nur auf 

eine Weise möglich. Die Ordnung von * muss die a^^ sein. Und wenn 
der Coefficient von . ^ J; in *„ durch q^^ in *„ durch qi bezeichnet wird, 

so ist — a -^ — [- ^1 = ^, , also enthält qi — qi die Glieder der in Partialbrüche 

zerlegten rationalen Function q^^ die für a: = a in höherer als erster Ordnung 

unendlich werden. Daher ist w durch die Gleichung —oiw = / {q^ — q^ dx 

und die Bedingung, dass das absolute Glied in w gleich Null sein soll, 
eindeutig bestimmt, und dann erhält man *„ aus der Gleichung 

Ebenso wenn ^aiy,^) auf die Form e'^4>„{e''^y,x) gebracht werden kann, 

n — 

WO tr = oder von der Form j; c^ x^ ist, in *„ = nach Substitution von 

1 

x^t"^ der charakteristische Index bei < = gleich Null ist, so ist dieses 
nur auf eine Weise möglich. Denn wird 

*« iy. r') = (- fr *i (ff, /) und *, {y, t-') = (- er *; iy, <), i Ca r « = w' 

bezüglich ir' = gesetzt, so erhält man *Uy^ = ^"^^aif^y^ t\ ^^d diese 
Darstellung ist nach dem Vorhergehenden nur auf eine Weise möglich. 

Ein solcher Differentialausdruck *a(y^ ^) = ^"'*a(^~*^y^ i*^) heisse ein bei 
dem Punkte x = a, bezüglich a? = oo normaler Differentialausdmck ^ e"^ heisse 

der :6u diesem Punkte gehörende determinirende Factor, 4>^ der bei diesem 
Punkte reguläre Differentialausdruck in *„. Ein normaler Differentialausdruck 
No. 1 (3.) ist ein bei jedem Punkte normaler und umgekehrt. Ein System 
von Differentialausdrücken, die bei demselben Punkte normal sind mit über- 
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einstimmendem determinirenden Factor, bildet einen bei diesem Punkte nor- 
malen Differentialausdruck mit demselben determinirenden Factor. Ist dieses 
System durch ein solches von zwei Bestandtheilen dargestellt, so hat die 
Exponentengleichung, die zu dem bei diesem Punkte regulären DifFerential- 
ausdrucke in dem Gesammtausdrucke gehört, zu Wurzeln die Wurzeln der 
Exponentengleichung, die zu dem bei diesem Punkte regulären DifFerential- 
ausdrucke in dem ersten Bestandtheile gehört, und die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung, die bei dem entsprechenden DifFerentialausdrucke in dem 
zweiten Bestandtheile vorkommt, nachdem zu letzteren Wurzeln eine ganze 
Zahl addirt ist (vgl. No. 8 I.). Wenn ein bei einem Punkte normaler 
Differentialausdruck *« durch ein System homogener linearer Differential- 
ausdrücke mit rationalen Coefficienten und den Coefficienten der höchsten 
Ableitungen gleich 1 dargestellt wird, so müssen alle bei diesem Punkte 
normal sein mit demselben determinirenden Factor bei diesem Punkte. Denn 
wenn der in *a enthaltene determinirende Factor e"' und der bei diesem Punkte 

reguläre Differentialausdruck *„ ist, so ergiebt sich aus e""' *„(c**'y, a?) für 

*„ ein System von Differentialausdrücken, die bei diesem Punkte regulär sein 
müssen. Daher muss in dem Systeme für *„ jeder Bestandtheil bei diesem 
Punkte normal sein mit dem determinirenden Factor e"" (vgl. Abh. Bd. 83 No. 3 II). 

In der Exponentengleichung von *„ = bei dem Punkte x = a, bezüglich 
a? = oo (a; = f^^ t = 0), bei welchem <Pa normal ist, mögen eine oder mehrere 
Wurzeln vorkommen, die sich von r nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
wo r jede Grösse vorstellt, die man erhält, wenn man zu einem bestimmten 
Werthe eine beliebige ganze Zahl addirt. Alsdann werde gesagt, der bei 
dem betrachteten Punkte normale Differentialausdruck enthalte bei diesem 
Punkte den Gruppenexponenten r. 

Es werde nun ein System bei einem Punkte normaler Differential- 
ausdrücke gebildet 

WO (p^ von der Ordnung a^ ist. Diejenigen auf einander folgenden Bestand- 
theile dieses Systems, die bei diesem Punkte denselben determinirenden 
Factor haben, werden zu einem Differentialausdrucke zusammengezogen, 
wodurch das System hervorgehe 

(2.) PaSy, a?) = »1, PaXy^^ ^) = y'^i • • • ^«^(yi, a?), 

(3.) P^^{y,,x)==e''%{e^''^y,,x\ 
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WO e'' der determinirende Factor bei diesem Punkte, F„^ (y, x) der bei diesem 

Punkte reguläre Differentialausdruck ist und zwei auf einander folgende w, 
von einander verschieden sind. Der letzte Bestandtheil F„^ soll bei diesem 

Punkte einen Gruppenexponenten r enthalten, welcher in keinem der vor- 
hergehenden Bestandtheile F^^ (c <C h) bei diesem Punkte vorkommt. Es 
sollen also in der Exponentengleichung von F„^ = bei diesem Punkte eine 

oder mehrere Wurzeln vorkommen, die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, und keine solche Wurzeln in der Exponentengleichung von 

F^^ = (c < Ä) sich finden, während über die Wurzeln dieser Exponenten- 
gleichungen sonst weiter nichts vorausgesetzt wird. Dann werde gesagt, 
das System bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke (1.) enthalte 
bei diesem Punkte den Gruppenexponenten r ßtnstellig. Der in diesem Falle 

in F„j^ enthaltene determinirende Factor e"'^ werde der zu dem Gruppenexpo- 

nenten r gehörende determinirende Factor genannt. 

Das System (4.) der No. 1 mit der dort vor a.) in Bezug auf die 
Wurzeln der Exponentengleichungen gemachten Voraussetzung ist ein solches, 
dass, wenn man dasselbe bei einem beliebigen Bestandtheile abbricht, man 
ein System bei x=^a normaler Differentialausdrücke erhält, welches die 
Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles einstellig enthält. 

Das System (1.) stelle den Differentialausdruck Z^®'' Ordnung F^ (y, a;) 
dar. Nun kann man mittels dieses Systemes, welches bei einem Punkte 
x=^a oder x = oc den Gruppenexponenten r einstellig enthalten soll , die 
Integrale von F, = , in deren Entwickelung von der allgemeinen Form 

No. 1 (21.) die Exponenten von x — a, bezüglich — , sich von r nur um 

ganze Zahlen unterscheiden, — solche Integrale mögen Integrale bei x^^a, 
bezüglich a? = oo mit dem Grnppenexponenten r genannt werden — , nach 
dem in den Nummern 1, 2 und 3 enthaltenen Verfahren darstellen. 

Denn man stellt diese ' Integrale bei x = a unter der Form auf 

(4.) h^xfdx^T"" fh'" f^sj^f^r^ e"" y dx, 

wo y die bei x = a genommene Entwickelung von der Form eines regulären 
Integrales mit dem Gruppenexponenten r ist, fix bis fi, die Form 



haben, w gleich Null oder von der Form £c_t{x—a)~' ist, der Exponent 

18* 
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Q sich von r nicht um eine ganze Zahl unterscheidet Dieses hat zur Folge, 
dass bei den successiven Integrationen in (4.), bei denen das constante Glied 
in den Entwickelungen annullirt wird, in dem jedesmal zu integrirenden 
Ausdruck die Exponenten von x—a nicht gamzahlig sind. Zu dem Zwecke 

werden die Integrale der Differentialgleichungen F„^ = (c ^ &) bei x = a 

unter der -Form No, 1 (7.) (8.), die Integrale von F„^ = (c ^ ä) unter der 

Form No. 1 (9.) (10.) aufgestellt, die Integrale von F, = sind dann unter 
der Form No. 1 (11.) (12.) enthalten. In der Exponentengleichung von 

F„^ = bei a? = a mögen X' Wurzeln vorkommen, die sich von dem Gruppen- 
exponenten r nur um ganze Zahlen unterscheiden, dieselben können an die 
Spitze des Systemes der Wurzeln No. 1 (6.) dieser Exponentengleichung 

gestellt werden. Nun werden die zugehörigen /' Integrale von F.^ = aus 

No. 1 (7.) (8.) entwickelt unter der Form No. 1 (19.), und es ergeben sich 
unter der Form No. 1 (20.), die die vorhin angegebene Beschaffenheit des 
Integrales (4.) hat, die Ä' Integrale von F, = mit dem Gruppenexponenten 
r bei iP = a. Um die in Rede stehenden Integrale bei ar = oo zu entwickeln, 
leitet man durch die Substitution x = t'\ wenn 

gesetzt wird, aus (1.) für Fl {y, t) das System her 

(6.) < (y, ') = yl, < (yi, = yi , • • • K (y ^ , t\ 

(Abh. Bd. 83 No. 9 (12.), vgl. diese Abh. No. 8 I). Wenn in (fa^iy^x) der 
determinirende Factor bei x = oo gleich e""^'^ , der bei a? = oo reguläre 
Differentialausdruck (pa,{y, x) ist, und (p^^{y, r^ = {-t^'-^ (p\,^ {y, l)^ so ist 
Va {y» bei < = normal mit dem determinirenden Factor e"^^"^^ und dem 
bei / = regulären Differentialausdruck (p^^ (y, /). Wird daher 

gesetzt, so ist y«^ bei < = regulär. Die Wurzeln der Exponentengleichung 
von (pi bei < = sind die der Exponentengleichung von y«^ = 0, nachdem 

eine ganze Zahl — 2(a(jH l-öc-O zu ihnen addirt ist. Das System (6.) 

enthält also den Gruppenexponenten r einstellig mit dem determinirenden 
Factor e""^'"^^ aus yi , und die Exponentengleichungen von (p^^ (y, t) = bei 
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< = enthalten ebensoviele Wurzeln, die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, wie die Exponentengleichungen von (p'^ {y, t) = 0. Die Ent- 

wickelung der Integrale von F/(y, ^ = bei < = 0, mit dem Gruppenexpo- 
nenten r, findet nun vermittelst des Systemes (6.) wie bei (1.) durch die 
Formel (4) statt. 

Weil nun bei dem Integralausdrucke (4.) in dem jedesmal zu inte- 
grirenden Ausdrucke die Exponenten von x — a nicht ganzzahlig sind, so 
ist das in den Nummern 1, 2 und 3 auseinandergesetzte Verfahren zur 
Untersuchung eines solchen Integralausdruckes unverändert anwendbar. Es 
bleibt demnach unverändert das Verfahren zur Eimittelung der Constanten 
in der linearen Verbindung der Integrale von Fi{y, a?) = mit dem Gruppen- 
exponenten r, in welche Verbindung ein solches Integral bei dem Umgange 
um x = a übergeht (No. 1 (25.)), und daher das Verfahren zur Ermitte- 
lung der Constanten in den linearen Relationen zwischen den Functionen 

(a:-a)''-'^""^-^"*->a5(x) (No. 1 (21.) und Schluss von a.)). Es bleibt unge- 
ändert die Darstellung dieser Functionen (a? — o)'^*^""^*"^"*~^yab(^) durch die 
Integrale U (No. 1 6.)), die Darstellung der Grössen /li vermittelst e^^ und 
der Integrale von F^^ = (c <C Ä) (No. 1 c.)) und die Darstellung der 
Integrale U durch bestimmte Integrale (No. 1 d.)). Auch bleibt die Re- 
cursionsformel fllr die Coefficienten in der Entwickelung der Functionen 

e^^ {x— aY^'^""'^"'^''^^^ q)ai{x) nach Potenzen von x — a (No. 1 e.)) und die 
Darstellung dieser Coefficienten (No. 2). Es bleibt ferner die in No. 3 aus- 
einandergesetzte Methode anwendbar, die Functionen (Pob{x) und ihre Ab- 
leitungen mit beliebig vorgeschriebener Annäherung durch ganze rationale 
Functionen von x—a und {x—ä)'^ in einem Kreisringe um a? = a auszu- 
drücken, und es bleiben die übrigen in No. 3 in Bezug auf die Werthbe- 
rechnung der Integrale erhaltenen Resultate bestehen. 

b.) Der Diflferentialausdruck F^ {y, x) in der Differentialgleichung (1.) 
der No. 1, der durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar 
ist, hat bei jedem singulären Punkte x^a von F« = eine Darstellung, 
wie in No. 1 (4.). Aus dieser ergeben sich nach No. 1 (20.) bis auf ganze 
Zahlen die Exponenten von a:—a in jeder Gruppe von Integralen, in deren 
Entwickelungen diese Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
und die Anzahl der linearunabhängigen Integrale dieser Gruppe. Ebenso 
bei 0? = oc vermittelst der Substitution x =■ t"^, vgl. (5.). 
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Es seien nun in F« (y, a?) = die Integrale einer Differentialgleichung 
Piiy» ^) = enthalten, wo F,(y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck 
mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 ist. Dann muss nach Abh. Bd. 83 No. 7 III. (siehe die vorlie- 
gende No. bei IL) derselbe durch ein System normaler Differentialausdrücke 
(mit einem oder mehreren Bestandtheilen) darstellbar sein. Ist F,(y, x) durch 
ein System normaler Differentialausdrucke darstellbar, welches bei einem 
singulären Punkte von F« = den Gruppenexponenten r einstellig enthält^ 
und gehen, wenn das System in die Form (2.) übergeführt ist, aus der Ex- 
ponentengleichung von F„^ = A' Wurzeln hervor, die sich von r nur um 

ganze Zahlen unterscheiden, so liefert F, = X' Integrale mit dem' Gruppen- 
exponenten r von F^ = bei dem singulären Punkt, von welchen Integralen 
man nach a.) die linearen Relationen beim Umgange um den singulären 
Punkt, die Darstellung und Werthberechnung angeben kann. Es ist also 
zuzusehen^ ob aus solchen Differentialgleichungen F, = im Ganzen so eiele 
linearunabhängige Integrale^ als jeder Gruppe zukommen^ erhalten werden. 

Ergiebt sich nun bei jedem singulären Punkt von F^ = ein 
System von m linearunabhängigen Integralen der bezeichneten Art, so ist 
das Verfahren, die Fortsetzung eines Integrales von F« = von einem Punkte 
zu irgend einem anderen zu verfolgen, das in No. 4 angegebene; die Con- 
stanten in den dort vorkommenden Substitutionen B sind bereits bekannt 
nach a.), und die Constanten in den dort gebrauchten Substitutionen A 
werden ebenso, wie dort angegeben ist, ermittelt Man hat hierbei von den 
bei jedem singulären Punkte entwickelten Integralen die Differentialdeter- 
minante D in einem nichtsingulären Punkte zu berechnen, und zwar gemäss 
No. 4 (5.), (6.) einen Werth >Mod/> anzugeben (nach No. 3 IV rf.)), femer 
einen Werth ^ Mod/>. Was letzteren Werth angeht, der in No. 4 aus 
No. 1 -(16.) entnommen wurde, so ist hier, dadurch dass die Integrale in 
No. 1 (13.) eingesetzt werden, wenn D = D'+D'' gesetzt ist, ein solcher 
Werth von />' nach No. 3 IV d.) zu ermitteln, dass ModZ)'-Mod/>">0 
wird. Zu dem Zwecke ist Modi?" successive zu verkleinem, oder ModD 
zu vergrössern durch Multiplication der Integrale mit Factoren, deren 
Moduln grösser als 1 sind. Wenn aber F^ = in mehrere Differential- 
gleichungen zerfällt, eon denen jede die Beschaffenheit^ wie die in No. 1 bis 4 
betrachtete hat (vgl. No. 9 I und 11), so werden die Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichungen bei jedem singulären Punkte eon F^ = als m Integrale 
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letzterer genommen. Ein Integral eon F^ = wird bei einem (singulären oder 
nichtsingulären) Punkte eon F^ = 0, bei dem der charakteristische Index gleich 
Null ist, durch Integrale dieser einsselnen Differentialgleichungen ausgedrückt. 
Dann kommt man darauf zurück , diese letzteren zu behandeln nach No.l bis 4 
(vgl. No. 4 III 6.))- 

IL a.) Es seien F^'\y,x), F^'^iy^x) bis F^'\y,x) s Systeme von 
normalen Diflferentialausdrücken , die bei demselben Punkte den Gruppen- 
exponenten r einstellig enthalten. 

Diese Systeme sollen bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten 
r mit einem und demselben zugehörigen determinirenden Factor enthalten, und es 
sollen nun die linearunabhängigen Integrale eon F^^^{yyX)=^0 {c=l...s) in einer 
homogenen linearen Differentialgleichung vereinigt werden. Das System F^'^ (y, x) 
habe die Darstellung 

(7.) <P'Hy.x) = y^, V^''{y,,x\ 

wo 5^^*^ das System deijenigen auf einander folgenden Bestandtheile des 
Systemes F^^^ ist, von denen der erste zuerst in dem Systeme F^'^ bei 
dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält. Um nun die 
linearunabhängigen Integrale von F^^^(y, a?) = (c = 1 ... s) in einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung zu vereinigen, ist nach Abh. Bd. 83 
No. 2 I. und n. (vgl. die vorliegende Abh. No. 7 I.) zu verfahren. 

Es werden zunächst die linearunabhängigen Integrale von *^'^ (y, a?) = 
(c = 1 . . . *) in einer Differentialgleichung vereinigt. Zuerst findet dieses in 
Bezug auf 4>^^^ = und *^'^ = statt ; *^*^ sei von der Ordnung ai , *ij\ 
4>^^^ von der Ordnung aj, *i^,^ Wenn die Differentialgleichungen *JJ^ = 
und *i|^ = / linearunabhängige Integrale und nicht mehr gemeinsam haben, 
so erfüllen diese eine homogene lineare Differentialgleichung /*«'' Ordnung 
/, (y, x) mit rationalen Coefficienten, von denen der Coefficient der höchsten 
Ableitung gleich 1 gesetzt ist ; ist / = , so wird Xi = y • Dann erhalten 
*ij^ und *J'^ die Darstellungen 

(8.) Xiiyy^) = »M Val-i(»n^) 

(9.) Xiiy,^) = yn 9^2-^ (yn^)- 

Werden nun die Integrale von yijl, = und yjjl, = in einer homogenen 
linearen Differentialgleichung vereinigt, deren Coefficienten rational sein 
mttssen und in welcher der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 
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gesetzt m. ^ä,^*,-2 =0. so ist die Differentialgleichang « welche die linear- 
onabhäDgigen Integrale von *i|^ = und *^ = enthält, wenn 

(10.) /Ay, ^) = yi- ^..-r.,-2,(jrM ar) = ;r.,+^w(jf, ar) 

gesetzt wird, /.^^«,(jr, x) = 0. 

In einem System nonnaler Differentialaosdilicke seien die einzelnen 
Bestandtheile selbst durch Systeme unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke dargestellt. Der durch dieses System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke gegebene Differentialausdruck sei durch irgend ein 
anderes System unzerlegbarer linearer Differentialausdrttcke dargestellt, so 
müssen letztere Ausdrücke normal sein, und es müssen die Bestandtheile 
des einen Systems mit denen des anderen sich so paaren lassen, dass die 
Ausdrücke in demselben Paare einander ähnlich sind nach Abb. Bd. 83 
No. 7 III (vgl. die vorliegende Abb. No. 6). Daher ist Xiil/y^) durch ein 
System unzerlegbarer nonnaler Differentialausdrücke darstellbar, von denen 
keiner bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält, 
ebenso 9>iJ?., und 9>^L/. Dem Differentialausdruck ^«.+t,-2i(jf, «) kann man 
die Darstellung 

(11.) <-/(», ^) = »I, S^-{(9i^^) 
geben, wo ^^., durch ein System nonnaler Differentialausdrücke darstellbar 
ist, welches ähnlich ist einem solchen Systeme für (p^^Lt (Abb. Bd. 83 No. 7 
IV, vgl. diese Abb. No. 6 11 a.). Also wird /«.^..-/(y, ^r) durch ein System 
unzerlegbarer nonnaler Differentialausdrücke dargestellt, von denen keiner 
bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält 

Die linearunabbängigen Integrale von z«,+a,-/(f, ^) = und *^*^ = 
werden in derselben Weise in einer Differentialgleichung vereinigt, und in 
gleicher Weise ist fortzufahren, bis man die homogene lineare Differential- 
gleichung n^^^ Ordnung G^{y,x)=^0 erhält, in welcher die linearunabhän- 
gigen Integrale von *^'^ = (c= 1 ... «) vereinigt sind. Hier ist also G»(jf, x) 
durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrttcke darstellbar, 
von denen keiner bei dem betrachteten Punkt den Gruppenexponenten r 
enthält. 

Nun wird (?„ (y, x) auf die Form 

(12.) <Pi\\y,x) = y., ^„.«^(y.,a^) 
gebracht. Dann werden die linearunabhängigen Integrale von g^^^^ = 
und ^^'^ = in einer Differentialgleichung vereinigt. V^^^ sei von der 
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Ordnung b^; die k gemeinschaftlichen Integrale von g^^^^ = und V^^^ = 

erfüllen die Differentialgleichung rji {y, x) = mit rationalen Coefficienten, 
von denen der der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist ; wenn i = 0, 
80 ist rji = y. Dann haben g^-a^ ^^d ¥^J*^ die Darstellungen 

(13.) rii{yy^) = »1, y»-a,-2(»i,a?), 
( 14.) rix {y, ar) = y 1 , xpi^i (»1 , X). 

Nun sind die Integrale von Yn^a^^i = und v^JjL; = in einer Differential- 
gleichung zu vereinigen, welcher man die Form 

(15.) Yn-a,^i (y, 0?) = yi , S;l;i (yi , a?) = 

geben kann. Wenn nun i?i durch ein System unzerlegbarer normaler Diflfe- 
rentialausdrttcke dargestellt ist, so enthält kein Bestandtheil bei dem be- 
trachteten Punkte den Gruppenexponenten r. Und wenn V^^ durch ein 

System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt ist, und 
ebenso v^J^^L^ , so müssen die Bestandtheile in letzterem Systeme bei dem be- 
trachteten Punkte alle denselben determinirenden Factor wie in ?PJ*^ haben, 

und die Bestandtheile, welche r bei diesem Punkte enthalten, sich mit den 
von derselben Beschaffenheit in !Pf*^ so paaren lassen, dass die in einem 

Paare enthaltenen ähnlich sind (Abh. Bd. 83 No. 7 III.). ^JL^ wird aber 

durch ein System dargestellt, welches ähnlich ist dem Systeme für V^J^L^. 

Also sind die linearunabhängigen Integrale von G» = und F^*^ = 
in der Differentialgleichung 

(16.) G^(y,x) = y,, ^^>(yx,ar) = 

vereinigt, wo ^*^ durch ein System unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke dargestellt wird, welche bei dem betrachteten Punkte denselben 
determinirenden Factor wie V^'^ enthalten, und in welchem System die 
Bestandtheile, die den Gruppenexponenten r enthalten, sich mit denen von 
derselben Beschaffenheit in W^^^ so paaren lassen, dass die in einem Paare 
stehenden Differentialausdrücke ähnlich sind. 

Jetzt sind noch die linearunabhängigen Integrale von ^^*^ = (c = 1 . . .«) 
in einer homogenen linearen Differentialgleichung Ä^ = zu vereinigen. 
Dieses geschieht successive wie bei (8.) und (9.). Der Diflferentialausdruck 
Hy ist daher durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, 
die bei dem betrachteten Punkte alle denselben determinirenden Factor wie 
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in ?P^'^ haben, und unter denen welche vorkommen, die bei diesem Punkte 
den Gruppenexponenten r enthalten. 

Die Differentialgleichung, in welcher die linearunabhängigen Integrale 
von F^*^ = (c = l...«) vereinigt sind, ist also 

(17.) G, (y, x) = y,, H, {y, , a:) = 0. 
Der Differentialausdruck in (17.) ist durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar^ welches bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexpo- 
nenten r einstellig enthält mit dem zugehörigen determinirenden Factor aus den 
Systemen /^'^ (c = 1...«). Die Integrale aus (17.) bei dem betreffenden Punkte 
werden nach No. 1 (11.) und (21.) entwickelt (vgl. diese No. I (4.)). Dann 
gehen aus (17.) so viele linearunabhängige Integrale mit dem Gruppenexpo- 
nenten r bei diesem Punkte hervor , wie solche Integrale aus den jF^'^ = 
(c = 1 . . . «) sich ergeben, und die einen lassen sich durch die anderen aus- 
drücken. Denn wenn man zwei Systeme linearunabhängiger Integrale von (17.) 

mit Entwickelungen der Form No. 1 (21,) hat (wo bei a? = oo — statt x-^a 
steht\ so muss einer Gruppe von denjenigen Integralen in dem einen Systeme, 

bei welchen die Exponenten von x^-a bezüglich — sich nur um ganze 

Zahlen unterscheiden, eine Gruppe solcher Integrale in dem anderen Systeme, 
bei denen die Exponenten sich von jenen nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, entsprechen, und es müssen die Integrale der Gruppe des einen 
Systems sich durch die der entsprechenden Gruppe des anderen Systemes 
ausdrücken lassen, daher muss die Anzahl der Integrale in beiden Gruppen 
dieselbe sein. (Abh. Bd. 74 No. 1 (5.)). 

Femer sollen die Systeme normaler Differentialausdrücke F^^^ (c = 1 . . .*) 
den Gruppenexponenten r bei einem und demselben Punkte einstellig, aber 
alle mit verschiedenen zugehörigen determinirenden Factoren enthalten. Dann 
sind die aus den verschiedenen Differentialgleichungen F^*^ = 0(c= 1...*) 
bei diesem Punkte hervorgehenden Integrale mit dem Gruppenexponenten 
r unter einander linearunabhängig. 

Denn, wenn F^'\c=l...*) wieder die Darstellung (7.) hat, und die 
Differentialgleichung (16.) hergeleitet ist, so liefern die linearunabhängigen 
Integrale der genannten Art aus F^^^ = in G^{y,x)=^y^ eingesetzt, eben 
so viele linearunabhängige Integrale von ^^^ (y, x) = 0. Nun sind die Inte- 
grale von S^*^ = (c = 1 . • . *) unter einander linearunabhängig. (Abh. Bd. 83 
No. 7 IV c.) oder No. 3 (11.))- Daher müssen die bezeichneten Integrale 
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auB den verschiedenen Differentialgleichungen F^*^ = 0(c = 1...*) unter ein- 
ander linearunabhängig sein. 

b.) In der Differentialgleichung F« = No. 1 (1.), in welcher F^ 
durch ein System normaler Differentialausdriicke dargestellt ist, seien nun 
die Integrale einer oder mehrerer Differentialgleichungen F^^^ = 0(c = 1 ...«) 
enthalten, in welchen die Differentialausdrücke F^^^ durch Systeme normaler 
Differentialausdrücke gegeben sind, die bei einem singulären Punkte von 
F^ = den Gruppenexponenten r einstellig enthalten. 

Die zugehörigen determinirenden Factoren bei diesem Punkte seien in 
den Systemen F^*^ (c = 1 . . . «) übereinstimmend. Dann giebt es nach a.) eine 
homogene lineare Differentialgleichung, in welcher die Integrale von 
F^^> = (c = 1 . . • «) vereinigt sind, und deren Differentialausdruck durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, welches bei demselben 
Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem zugehörigen deter- 
minirenden Factor aus F^^^ enthält. 

Dieses System werde an die Spitze einer Darstellung von F«, die 
durch ein System normaler Differentialausdrücke gegeben wird, gestellt, 
die einzelnen Bestandtheile dieses Systemes seien in unzerlegbare Diffe- 
rentialausdrücke aufgelöst, dasselbe sei in Bezug auf das ursprüngliche 
System für F«, geschehen. Dann ergiebt sich, weil die Bestandtheile des 
einen Systemes sich mit denen des anderen so paaren lassen, dass die in 
einem Paare stehenden ähnlich sind, dass die Differentialgleichungen 
F^«) = (c = 1. ..«) nicht mehr linearunabhängige Integrale mit dem Gruppen- 
exponenten r bei diesem Punkte liefern können, als in denjenigen Bestandtheilen 
des ursprünglichen Systems von F^, die bei dem betrachteten Punkte den- 
selben ungehörigen determinirenden Factor wie F^^^ haben, die Exponenten- 
gleichungen der zugehörigen regulären Differentialausdrücke bei diesem 
Punkte Wurzeln, die sich von r nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
enthalten. 

Bei einem singulären Punkte von F«, = mögen die Systeme F^*^ den 
Gmppenexponenten r einstellig enthalten mit zugehörigen determinirenden 
Factoren , die bei den verschiedenen Systemen F^'^ (c = 1 . . . «) eon einander 
verschieden sind. Dann liefern die Differentialgleichungen F^*^ = eben 
so viele linearunabhängige Integrale von F« = mit dem Gruppenexponenten 
r, als bei dem betrachteten Punkte in den Exponentengleichungen der regu- 
lären Differentialausdrücke, die zu den einzelnen Bestandtheilen der Systeme 

19» 
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F^'^(c= 1...«) gehören, Wurzeln vorhanden sind, die sich von r nur um 
ganze Zahlen unterscheiden. 

III. Es ist nun weiter zu untersuchen, wie ein System normaler 
Diflferentialausdrücke, welches bei einem singulären Punkte von F^ (y, o;) = 
No. 1 (1.) den Gruppenexponenten r einstellig mit einem bestimmten zuge- 
hörigen determinirenden Factor enthält und, gleich Null gesetzt, Integrale 
ergiebt, die F« = erfüllen, aufzufinden ist. Ein System normaler Diflferential- 
ausdrücke, welches F^{y,x) darstellt, möge bei einem singulären Punkte 
von F«, = auf die Form 

(18.) R(j/,x) = yi, S(yi,x) = y2, T{y^^x) 

gebracht sein, wo R ein System normaler Differentialausdrücke ist, die bei 
diesem Punkte den Gruppenexponenten r nicht enthalten, R sich auch auf 
y reduciren kann, S alle diejenigen normalen Differentialausdrücke umfasst, 
die bei diesem Punkte den Gruppenexponenten r mit einem bestimmten zu- 
gehörigen determinirenden Factor enthalten, ausserdem etwa noch andere 
Bestandtheile haben kann, T die übrigen Bestandtheile enthält, von denen 
also bei diesem Punkte entweder keiner den Gruppenexponenten r, oder 
keiner denselben mit dem in S vorkommenden zugehörigen determinirenden 
Factor enthält, T sich auch auf ^2 reduciren kann. 

Wenn nun in F« (y , a?) = die Integrale einer Differentialgleichung 
^1^9 05) = enthalten sind, wo F,(y, x) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke, die in unzerlegbare aufgelöst sind, darstellbar ist, welches bei dem 
betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem zugehörigen 
determinirenden Factor aus S enthält , so sind in S {y, or) = die Integrale 
einer Differentialgleichung 2{y,x) = enthalten, wo 2:{y^x) sich durch 
ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke darstellen lässt, 
welches bei demselben Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem 
bestimmten determinirenden Factor enthält, und in welchem die Bestandtheile, 
die bei diesem Punkte r enthalten , sich mit denen in F, (y, x) , die r ent- 
halten, so paaren lassen, dass die Ausdrücke in demselben Paare ähnlich 
sind, nach einem Satze, der in No. 6 I bewiesen wird. 

Giebt es mehrere Differentialgleichungen F^'^(y, o;) = (c = 1...*) der 
bezeichneten Art, so dass in diesen Systemen F^'^ die zu r gehörenden 
determinirenden Factoren übereinstimmen, so kann man nach 11 ihre Integrale 
in einer Differentialgleichung vereinigen, deren Differentialausdruck durch 
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ein System normaler Ausdrücke darstellbar ist, welches bei dem betrachteten 
Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit jenem bestimmten deter- 
minirenden Factor enthält. Es muss dann also auch eine Differentialgleichung 
-^(y^^)=0 aus S=0 hervorgehen, wo ^{y^x) sich durch ein System unzerleg- 
barer normaler Differentialausdrücke darstellen lässt, das bei diesem Punkte 
den Gruppenexponenten r einstellig mit dem genannten determinirenden 
Factor enthält, und wo -2* = eben so viele linearunabhängige Integrale bei 
diesem Punkte mit dem Gruppenexponenten r ergiebt, wie die Differential- 
gleichungen F^'^ (y, x) = 0. Dann sind in F« {y, or) = die Integrale von 

(19.) R{y,x)^y,, 2{y,,x) = 

enthalten, wo der Differentialausdruck in (19.) bei dem betrachteten Punkte 
den Gruppenexponenten r einstellig mit dem genannten determinirenden 
Factor enthält und die Differentialgleichung (19.) eben so viele linearunab- 
hängige Integrale mit dem Gruppenexponenten r von F^ = liefert, wie die 
Differentialgleichungen F^'^ (y , or) = (c = 1 . . . «). Es bleibt demnach übrig, 
aus der Differentialgleichung S{y, x) = die genannte Differentialgleichung 
^{y 9^) = ^ herzuleiten, in der 2{y,x) bei dem betrachteten Punkte den 
Gruppenexponenten r einstellig mit dem bestimmten determinirenden Factor 
nethält. Das hierzu dienende Verfahren wird in No. 9 entwickelt. 



6. 

In der vorigen Nummer ist der Begriff der Aehnlichkeit zweier nor- 
malen Differentialausdrücke angewandt worden, der in Abh. Bd. 83 No. 7 III 
dadurch definirt worden ist, dass sie unzerlegbar, von derselben Ordnung und 
demselben determinirenden Factor sind und dass die in ihnen enthaltenen regu- 
lären Differentialausdrücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, 
bei denen in jedem Punkte die Wurzeln der Exponentengleichung der einen 
sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung der anderen so paaren lassen, 
dass die Wurzeln in jedem Paare sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 
Diese ganzen Zahlen brauchen in den Paaren bei demselben Punkte nicht 
einander gleich zu sein [vgl. 1. c. No. 7 11 a.); ein allgemeineres Beispiel 
als das dort angegebene ist dieses: Wenn bei einem Punkte x = a der 
charakteristische Index in den dort vorkommenden Differentialgleichungen 
*^ = und ?P« = gleich Null ist, die Wurzeln der Exponentengleichung 
von ¥^« = sich zu je zweien nicht um eine ganze Zahl unterscheiden, und 
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einzelne dieser Wurzeln, aber nicht alle, die Exponentengleichung von 
4>^ = erfüllen]. Bei einem Punkte, der in beiden Differentialgleichungen 
nichtsingulär ist, stimmen die Wurzeln der Exponentengleichungen ttberein. 
Es kam femer in der vorigen Nummer der Begriff der AehnUchkeit zweier 
Systeme normaler Differenlialausdrücke vor, der in Abh. Bd. 83 No. 7 IV 
dadurch definirt ist, dass die Systeme gleichviel Bestandtheile haben, und 
die Bestandtheile von derselben Stelle einander ähnlich sind. 

I. Auf diesen Begriffen beruht folgender auf die verschiedenen Dar- 
stellungen eines durch ein System normaler Differentialausdrttcke darstell- 
baren Differentialausdruckes sich beziehender Satz, der einen in Abh. Bd. 83 
No. 10 I bewiesenen Satz als speciellen Fall enthält, und aus weichemein 
in No. 5 in angewandter Satz hervorgeht. 

a.) Es besteht folgender Hülfssatz. *j^ sei ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke. In der Differentialgleichung *j^ = seien 
die Integrale einer Differentialgleichung F* = enthalten, wo F^ ein System 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrttcke ist. Dann kann man den durch 
^N gegebenen Differentialausdruck mittels eines Systemes unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrttcke darstellen, in welchem das System F^ an der 
Spitze steht, und auf dessen Bestandtheile ein System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrttcke folgt, welches ähnlich ist dem System ^j^, nachdem 
aus diesem System gewisse Bestandtheile, die mit den Bestandtheilen von 
Fj, gepaart sind, so dass in demselben Paare ähnliche Bestandtheile sich 
finden, herausgenommen sind. Der Beweis dieses Satzes ist in dem Beweise 
des Satzes Abh. Bd. 83 No. 7 III a.) enthalten. 

6.) Mittels dieses Httlfssatzes wird folgender Satz hergeleitet 

Man habe ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrttcke 
R{y^x\ ein solches S{y^x) und ein solches T{y^x\ wo R und Tsich auch 
auf y reduciren können, und bilde den Differentialausdruck ^^iy^ x) mittels 
des Systemes 

(1.) R(jf,x)==y,, 5(^1,0?) =^2, T(jf2,x}. 
Wenn man nun eine andere Darstellung von *jvr durch ein System unzer- 
legbarer normaler Differentialausdrttcke hat, so lassen sich nach Abh. Bd. 83 
No. 7 in c.) deren Bestandtheile mit denen des Systemes (1.) so paaren, 
dass die Ausdrttcke in demselben Paare ähnlich sind. Es sei nun eine 
zweite solche Darstellung von *,v vorhanden. Dann giebt es auch eine 
solche Darstellung von 4^y von der Form 
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(2.) R{yyX)^yr, S'{yi,x) = y2, Tiy^.x) 
wo das System unzerlegbarer normaler Differentialansdrttcke S', welches den 
Differentialaasdrack S darstellt, ähnlich ist dem System, welches übrig bleibt, 
wenn ans der zweiten Darstellung von ^^ gewisse Bestandtheile, die mit 
denen in R und T so gepaart sind, dass in demselben Paare ähnliche stehen, 
herausgenommen werden. 

Aus der zweiten Darstellung von 4>^ wird nach dem Httlfssatze a.) 
eine solche hergeleitet von der Form 

(3.) R(yyX)^y,, U{y,,x\ 
wo U durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dar- 
gestellt ist, welches ähnlich ist dem zweiten System für *^, nachdem aus 
diesem gewisse Bestandtheile , die mit denen aus R als ähnliche gepaart 
sind, herausgenommen worden sind. Der Differentialausdruck, der durch 
S(yi, a?) = ^27 ^(^2, x) dargestellt wird, ist dann gleich t/^(yi, x). Wenn man 
nun zu einem Systeme normaler Differentialausdrücke das reciproke System 
nimmt, so erhält man den zu dem Differentialausdrucke, der durch 
das ursprüngliche System dargestellt wird, reciproken Differentialausdruck 
(Abh. Bd. 83 No. 7 V). Das zu einem Systeme unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke reciproke System besteht aus den zu den Bestand- 
theilen des ersteren reciproken in umgekehrter Reihenfolge. Die Bestand- 
theile des letzteren Systemes sind unzerlegbare normale Ausdrücke. Die 
zu zwei ähnlichen normalen Differentialausdrücken reciproken sind ähnliche 
normale Differentialausdrücke. Die reciproken Systeme zu S, T, U werden 
durch S, Ty U bezeichnet. Dann wird der Differentialausdruck, der dem 

Systeme U{y,x) gleich ist, durch das System 

(4.) T{y,x) = y,, S(y,,x) 

dargestellt. Nun kann man wieder nach dem Hülfssatze a.) für den Diffe- 
rentialausdruck U(y, x) eine Darstellung herleiten von der Form 

(5.) T{y,x) = y,, S'(yi,a?), 
wo S' durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke gegeben 
wird, welches ähnlich ist dem System l/iy, x), nachdem aus letzterem Systeme 
gewisse mit den Bestandtheilen von T als ähnliche gepaarte Bestandtheile 

herausgenommen sind. Das zu (5.) reciproke System 

(6.) S'(y,x) = y,, T{y,,x) 
stellt nun den durch U{y, x) gegebenen Differentialausdruck dar, und hier 
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ist das System S' ähnlich dem Systeme U, nachdem aus diesem System die Be- 
standtheile ausgeschieden sind, die denjenigen in U entsprechen, welche denen 
in T correspondiren. Aus der oben genannten zweiten Darstellung von *jr, 
aus welcher bereits die früher genannten mit den Bestandtheilen von R ge- 
paarten Bestandtheile herausgenommen sind, werden nun von den übrigen 
Bestandtheilen diejenigen von derselben Stelle, wie die in dem Systeme U 
mit den Bestandtheilen von T gepaarten ausgeschieden, so bilden die übrig- 
bleibenden ein System, welches ähnlich ist dem Systeme S' {y, x\ womit der 
Satz bewiesen ist 

Am diesem Satsse folgt nachstehender: 

In dem Systeme S(yi, x) in (1.) sollen einzelne Bestandtheile vor- 
kommen, -4i, A2 bis -4^, «^1, von denen keiner einem anderen Bestand- 
theile in dem System (1.) ähnlich ist, unter einander dürfen welche ähnlich 
sein. In einer zweiten Darstellung von *^ durch ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke seien die den Ausdrücken Ai bis A^ ähnlichen 
Bestandtheile durch A'i bis Ä^ bezeichnet. Dann giebt es auch eine Dar- 
stellung von 4>y von der Form (2.), wo das System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke S' ähnlich ist dem System, welches dadurch aus dem 
zweiten System hergeleitet wird, dass aus diesem gewisse mit den Bestand- 
theilen von R und T als ähnliche gepaarte Ausdrücke ausgeschieden werden 
und also die Bestandtheile A'i bis Ä^ in derselben Reihenfolge, wie in dem 
sstveiten Systeme, stehen bleiben. 

Wenn der Differentialausdmck F^ (1.) in No. 1 durch ein System 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt ist, so haben die Be- 
standtheile, die bei einem singulären Punkte von F« = den Gruppenexpo- 
nenten r mit einem und demselben zugehörigen determinirenden Factor 
enthalten (s. No. 5), die Eigenschaft der Ausdrücke A in dem vorigen Satze, 
wo 4^j^ gleich F„ gesetzt wird; diese Bestandtheile sollen alle in dem 
Systeme S in (1.) vorkommen und in R kein Bestandtheil, der bei diesem 
Punkte r enthält. Die Differentialgleichung F« = enthalte nun die Integrale 
einer Differentialgleichung F, = , wo F, durch ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke gegeben wird, welches bei dem betrachteten 
singulären Punkte von F^ = den Gruppenexponenten r einstellig mit dem- 
selben zugehörigen determinirenden Factor enthalten soll. Dann hat F^ die 
Darstellung F^ {y, er) = y 1 , f^_i (y 1 , a?), wo f^^ durch ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke sich darstellt Diese Darstellung von F^ wird 
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als das zweite System für *^ in dem vorigen Satze genommen. Dann folgt 
aus der Darstellung des Differentialausdruckes S durch das System S' des 
vorigen Satzes , dass in der Differentialgleichung S = die Integrale einer 
Differentialgleichung -2* = enthalten sind , wo 2 durch ein System unsser- 
legbarer normaler Differentialausdrücke gegeben vnrd, welches bei dem be- 
trachteten Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem bestimmten zu- 
gehörigen determinirenden Factor enthält und dessen Bestandtheile, die r enthalten, 
mit denen in Fi, die diesen Gruppenexponenten enthalten, in derselben Reihen- 
folge als ähnliche gepaart werden können. 

Dieses ist der in No. 5 III angewandte Satz. 

IL Im Folgenden werden einige Sätze aus Abh. Bd. 83 No. 7, die 
von dem Begriff der Aehnlichkeit zweier normaler Differentialausdrücke 
oder zweier Systeme solcher Ausdrücke ausgehen, verallgemeinert. 

a.) Verallgemeinerung des Satzes Abh. Bd. 83 No. 7 IV Gl. (15.). 

*m (y> a;) = und V^ {y, a?) = seien zwei homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungen m*®r bezüglich n^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten 
und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, deren Integrale von 
einander linearunabhängig sind. V^ sei gleich einem Systeme normaler 
Differentialausdrücke, die in unzerlegbare aufgelöst sind. Die Integrale 
beider Differentialgleichungen werden vereinigt in einer homogenen linearen 
Differentialgleichung (m + n^^^ Ordnung F«+«(y, a?) = 0, in welcher der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist. Erhält F«^., (y, x) 
die Form 

(7.) *^(y,ar)=yi, tpniyi.x), 
so ist V^«(yi,a?) durch ein System normaler Ausdrücke darstellbar, welches 
dem Systeme ¥^«(y,ar) ähnlich ist. (Abh. Bd. 83 No. 7 IV (14.)). F,+„ 
erhalte die Darstellung 

(8.) 5P,(y,a?) = yi, (p^{yx,x). 
Wenn nun *« = die Integrale einer Differentialgleichung k^^ Ordnung 
Ft = enthält, in welcher F* ein System unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke ist, so enthält auch y^ = die Integrale einer Differentialgleichung 
/b = 0, in welcher /i durch ein dem Systeme F^ ähnliches System normaler 
Differentialausdrücke gegeben wird, und umgekehrt , enthält y « = die 
Integrale einer Differentialgleichung fj, = 0, in welcher /i ein System unzer- 
legbarer normaler Differentialausdrücke ist, so enthält *« = die Integrale 
von Fi = 0, wo das System F^ ähnlich fj, ist. 
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Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, werden die Integrale 
von ?P, = und F^ = in einer Differentialgleichong vereinigt , die die 
Form erhält 

(9.) V^iy,x)=y,, A(y.,a:) = 0. 

Dann wird ^ durch ein dem Systeme F* ähnliches System gegeben nach 
(7.), und die Integrale von /i = erfüllen y« = 0. 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, werde (p^ durch 

(10.) A(y,a?) = yi, <ip«-t(yi7«) 

dargestellt. Dann sei der erste Bestandtheil in dem Systeme unzerlegbarer 
normaler Bestandtheile /i Xa, {Vi ^) i^id daher /i durch 

(11.) ;:.,(», ^) = yM A'-«.(yM^) 

dargestellt. Da nun in (9.) die Integrale von 

(12.) V^(y,x) = y,, XaJyi.x) = 

enthalten sind, so folgt hieraus, dass in *^ = die Integrale einer Diffe- 
rentialgleichung tti^®"^ Ordnung X^^ {y, x) = mit rationalen Coefficienten und 
dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 enthalten sind, welche 
Integrale die Differentialgleichung (12.) erfüllen (Abh. Bd. 83 No. 2 lU), 
Dann muss X^^ unzerlegbar sein, weil Xa, unzerlegbar ist. X^^ muss normal 
sein, weil die Integrale von X^^ = in der Differentialgleichung (12.) ent- 
halten sind, und das System in (12.) aus normalen Differentialausdrücken 
besteht (Abh. Bd. 83 No. 7 III 6.). X,, muss ähnlich Xa, sein (Abh. Bd. 83 
No. 7 II a.)). Man kann der Differentialgleichung (12.) die Form geben 

(13.) X,^(y,x) = y,, V:(y,,x) = 0, 

wo Vi ein dem Systeme 5^^ ähnliches System ist (7.). 
Nun wird *« auf die Form gebracht 

( 14.) X„, {y, a?) = y 1 , *!_«, (y^ , x). 

Dann sind die Integrale der Differentialgleichungen *«_«, = und ?^, = 
von einander linearunabhängig, weil sie erhalten werden, wenn man die 
m — ai Integrale von 4>^ = , die von den Integralen von X^^ = lineanin- 
abhängig sind, und die Integrale von V^ = in X«, {y, x) einsetzt Und diese 
Integrale sind vereinigt in der Differentialgleichung 

(15.) K{y,x)^y^, /i-fl,(yn^)=»2, V«-*(»2,a5) = 0. 

Man hat nun dasselbe Verfahren in Bezug auf *!,-«, und /J_., anzuwenden. 
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b.) Verallgemeinerung des Satzes Abb. Bd. 83 No. 7 VII 6.). Es sei 

ein System unzerlegbarer normaler Differential ausdrücke , in dem je zwei 
Bestandtheile nicht ähnlich sind. Der reguläre Diflferentialausdruck in 

t^idlf^) sei fai^{y,x). der determinirende Factor »ß^ = e '^*. Die Differential- 
gleichungen /'ttj(y,a?) = (b = 0.../) sollen so beschaflfen sein, dass jede 

einen solchen im Endlichen oder Unendlichen liegenden Punkt x=A^ enthält, 
bei welchem keine Wurzel ihrer Exponentengleichung sich um eine ganze 
Zahl unterscheidet von einer Wurzel der bei diesem Punkte bestehenden Ex- 
ponentengleichungen derjenigen übrigen DiflFerentialgleichungen, denen in f^^ 

determinirende Factoren zugehören, in welchen die Glieder der in Partial- 
brttche zerlegten rationalen Functionen W^j, die in diesem Punkte unendlich 
werden, übereinstimmen. Alsdann gelten die Abb. Bd. 83 No. 7 VII 6.) ge- 
machten Untersuchungen, die sich auf die Durchführung der verschiedenen 
Darstellungen des DiflFerentialausdruckes (16.) beziehen, und die darauf hin- 
auskommen, dass man die erforderlichen formellen Entwickelungen von 
Integralen immer bei den Punkten A^ vornehmen kann, und die Coeffi- 
cienten innerhalb der Entwickelungen eindeutig bestimmt erhält. 

7. 

Es soll in dieser und der folgenden Nummer das in Abb. Bd. 83 
gegebene Verfahren, aus einer homogenen linearen Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten eine solche herzuleiten, deren Integrale jene erfüllen 
und deren Differentialausdruck ein System normaler Ausdrücke ist, verein- 
facht und das bezügliche allgemeine Verfahren dargestellt werden. In 
dieser Nummer werden folgende Untersuchungen aus Abb. Bd. 83 vereinfacht 
und weiter erörtert: in I. der Beweis des Satzes über die Vereinigung der 
Integrale zweier homogener linearer Differentialgleichungen in einer solchen 
Differentialgleichung (1. c. No. 2); in II. das Verfahren, aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten eine solche mit 
nur regulären Integralen, die in der ersten enthalten sind, herzuleiten 
(1. c. No. 5) ; in III. das Verfahren, aus einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten den determinirenden Factor in einer 
Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke, deren Integrale 
in jener enthalten sind, zu bilden (1. c. No. 6). 

20» 
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I. Vereinfachung des Beweises des in Abb. Bd. 83 No. 2 I. gege- 
benen Satzes, der sieb auf die Vereinigung der Integrale zweier bomogener 
linearer Diflferentialgleicbungen ni^^^ und ii^®^ Ordnung *« (y, x) = und 
^n (y^ 0?) = , deren Integrale von einander linearunabbängig sind , in einer 
bomogenen linearen DiflFerentialgleicbung (m+n)*®^ Ordnung F^^^(y,x) = 
beziebt. Der Coefficient der böcbsten Ableitung in *« = 0, V« = 0, F^^^ = 
ist gleicb 1 gesetzt. Es werden in *« (y, x) =9 n linearunabbängige Inte- 
grale von ¥^„ = eingesetzt, so erbält man n linearunabbängige Wertbe «, 
bis *„, welcbe eine bomogene lineare Diflferentialgleicbung n^^^ Ordnung 
ipnißy or) = erfllllen, die aufzusueben ist. Dann ist *« (y, x) = «, v^»(*, a?) = 
die gesuchte DiflFerentialgleicbung. In *« (y, a?) = « werden die DiflFerential- 
quotienten von böberer als der (»— 1)*®" Ordnung vermittelst der Differential- 
gleicbung ^»(y, a?) = durcb solche der («—1)^®° Ordnung und niedrigerer 
Ordnungen ausgedrückt; dadurch gehe *«,(y, a?) = « über in 

(1.) Q.-^ + Q.-^+'-+Q,y = *, 

WO die Grössen Q nicht alle gleich Null sein können. Diflferentiirt man 
die Gleichung (1.) und reducirt die Ordnung vermittelst der Diflferential- 
gleichung y« = und wendet man dieses Verfahren successive n - mal an, 
so erbält man 

Aus dem Systeme der Gleichungen (1.) und (2.) gebt durch Elimination 
der Grössen y bis . ^J^ die Diflferentialgleichung hervor: 



Qx Q2 Qn S 

ds 



(3.) 



iP) no) no) 



Q?' Q\ 



• t • 



()(-> a^"> . . . (?i-> 



dx 
~dä^ 



= 0, 



welcher die Grössen «1 bis s^ genügen. Dividirt man durch den Coeffi- 

cienten von -ir^ in (3.), nämlich die Determinante -2*+ Pi()^*^..()i*"^\ welche 

nicht identisch Null ist, so erhält man die gesuchte Diflferentialgleichnng 
V^»(«, aj) = 0. Dass die Determinante 2:±Q^Q[^^...Q^''^^ nicht identisch 
Null ist, ergiebt sich daraus, dass, wenn dieselbe in einem Gebiete von 
X Null wäre, sich Grössen A, bis A., die nicht alle gleich Null sind, 
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ans Unterdetenninanten der Determinante durch Addition und Subtraction 
bilden lassen würden, welche das Gleichungssystem 

(4.) KQa+^Q^:^ + -^+KQ^r'^ = (a = l...n) 

befriedigen. Multiplicirt man dann die Gleichung (1.) und die n—1 ersten 
(2.) bezüglich mit ii bis l^ und addirt, so würde sich die DiflFerential- 
gleichung (»— l)*®«^ Ordnung ergeben 

mit Coefficienten, die nicht alle verschwinden, und dieser Diflferentialgleichung 
müssten die n linearunabhängigen Grössen Si bis «. genügen, was nicht 
angeht. (Vgl. Abh. Bd. 75 No. 2 (2.), Bd. 87 No. 7 lü b.). 

II. Vereinfachung des in Abh. Bd. 83 No. 5 entwickelten Verfahrens, 
die Aufgabe zu lösen: Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten F« (y, a?) = m^r Ordnung vorliegt, in welcher 
der grösste charakteristische Index kleiner als m ist, wo 

(6.) FJy,x) = -^+p,-^;^ + -'+p^y 

sei, so soll untersucht werden, ob sich F^{y,x) unter der Form 

(7.) F^-t (y, x) = 8, fj, («, x) , 

wo F«_t(y, a?) ein regulärer Differentialausdruck (m — ft)*«'^ Ordnung ist, dar- 
stellen lässt. Es sei 

{8.) F^,{y,x) = ^+pC«^ä + ...+p«,j, 
und 

(9.) h{s,x) = ^+^,.^+...+^,,; 

die Coefficienten g müssen dann rational sein. Die singulären Punkte der 
Differentialgleichung F^ = im Endlichen seien a^ bis a^. Wenn die Diffe- 
rentialgleichung F^^t = im Endlichen noch andere singulare Punkte be- 
sitzt, so seien diese a^+i bis a,+i, dieselben sind flirF«.4 = ausserwesent- 
lich singulare. Nun ist 

(10.) p}*> = i_f!«_ + 2'_f!i- 



WO «a(a = x+l, ... X'\-l) eine negative ganze Zahl ist, und wo 2 — 

wegfällt , wenn F^ = im Endlichen keinen singulären Punkt besitzt, 
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x+i a 



__ - wegfällt, wenn F^_jk = im Endlichen keine neuen singalären 

jf+i ^ — oft 

Punkte hat Die möglichen Werthe der Coefficienten «« (a = l...x) er- 
geben sich in endlicher Anzahl nach den Abh. Bd. 83 No. 5 gegebenen 
Vorschriften und werden mittels je m—A Wurzeln der Exponentenglei- 
chungen von F« = bei a. (a = 1 . . .x) bestimmt J? — ^^ ist = ^S^^) 

wo 4^{x) eine ganze rationale Function von x ist, deren Grad und deren 
Coefficienten nach den dort gemachten Angaben ermittelt werden. 

Die Vereinfachung, die hier angebracht wird, besteht nun darin, dass 
man die weitere Untersuchung durchführen kann, ohne vorher die Wurzeln 
der Gleichung * (a:) = aufzusuchen. 

Wenn man durch den grössten gemeinschaftlichen Factor der Polynome 

<P{x) und — j^ das Polynom 4^{x) theilt, so erhält man ein Polynom 

X{x\ wo 

(11.) xi^) = (aj-ö*+i)(ic-ö*+2)...(a:-a^+;.). 

Es werde femer 

(12.) (p{x) =■ (j? — ai)(a?— a2)...(a:— aj 
gesetzt Nun muss jeder Coefficient pj*^ (b = l...m— *) die Form haben 

wo %(x) eine ganze rationale Function von einem Grade < (x+il— l)b. 
Um nun y^i{x) für b = 2, ... m — & zu bestimmen, wird nach den Vorschriften 
von Abh. Bd. 83 No. 5 bei einem singulären Punkte der ursprünglichen 
Differentialgleichung F^ = aus dieser die formelle Entwickelung der Inte- 
grale von F«_fc=0 entnommen und, wenn dieser Punkt -4 ist, mittels derselben 
die formelle Entwickelung von pj*^ nach aufsteigenden Potenzen von x—A 

gebildet; diese beginnt mit . ^""^ ^ . Nun wird aus (13.) die Gleichung 

(14.) pi'^[(p(A + x--A)x{A + x^A)f = %{A + x-A) 

hergeleitet, und aus dieser die ganze rationale Function von x—A bis zur 
Potenz (a:— -4)^*+^-^^*, die auf der linken Seite steht, entnommen; dieselbe 

muss gleich yjf,{x) sein. Hierzu müssen in der formellen Entwickelung 

i 
vonpi*^ die (x+A— l)b+l ersten Glieder von . _ .^ an gerechnet bekannt 



i 
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sein. Wird die formelle Entwickelung von pj*^ bei x = f , f = vorge- 
nommen, so werde 

gesetzt, die Coefficienten in Fl durch pi, in F«.* durch pj*^' bezeichnet. 
Die Integrale von F!^j,{y, t)=0 erfüllen die Differentialgleichung Fi{y, <)=0^ 
und es ist nun aus letzterer Differentialgleichung die formelle Entwickelung 
der Coefficienten pj*^' herzuleiten. Aus diesen erhält man die formelle Ent- 
wickelung von f^^pPH*"*)? welches eine homogene lineare Function von 
f*p[*>' (c = 0... b, p5*^' = 1) mit numerischen Coefficienten ist. Dann leitet 
man aus Gleichung (13.) her 

(15.) r'pi'^ (r [(p {r')x{r') «(«+^>]* = % {r') «(«-^^-^>* 

und erhält aus der ganzen rationalen Function von t, die bis zur Potenz 
f(«+a-i)> geijt^ auf der linken Seite die Function v> ('"') '^'"*"^"'^^ Hierzu 
müssen in der formellen Entwickelung von pj*^' die ix-\-l — l)h + l ersten 

Glieder von — an gerechnet bekannt sein. 

Es genügt, die Coefficienten p^^^ (b = 1 . . . &) auf die angegebene 
Weise zu bestimmen. Alsdann werden aus dem Gleichungssysteme zwischen 
den Grössen p, p^*^ und g^ welches man aus der für jede Function y gel- 
tenden Gleichung F^{yyX) = fk{F^.i,{y,x)yx) herleitet, zuerst die Grössen 
gf, hierauf die übrigen Grössen pj*^ (b = A+1 ... m— A) eindeutig bestimmt, und 
nun ist nothwendig und hinreichend, dass auch die übrigen Gleichungen 
dieses Systemes durch die gefundenen Grössen p^*^ und g erfüllt sind, damit 
F« durch das System (7.) dargestellt wird, so dass F^j, regulär ist, wie in 
Abb. Bd. 83 No. 5 p. 110 angegeben. 

Man kann also die Ausdrücke F^^j^ und f^ aufstellen und die Bedin- 
gungen, ob das System (7.) F« darstellt und F^^j, regulär ist, prüfen, ohne 
dass die Wurzeln der Gleichung 4^{x) = bekannt sind. 

Dieser Umstand ist für die Auflösung eines homogenen linearen 
DiflFerentialausdruckes mit rationalen Coefficienten in ein System normaler 
Di£ferentialausdrücke von Wichtigkeit und wird zu diesem Zwecke in No. 8 
weiter verwandt werden. 

in. F^{y,x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck m*®^ 
Ordnung mit beliebigen rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1, so beschaffen, dass in der Differentialgleichung 
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F^ = der grösste charakteristische Index grösser als Null ist. Wenn 
untersucht werden soll, ob F« = die Integrale einer Differentialgleichung 
enthält, in welcher ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt 
ist, dessen determinirender Factor von 1 verschieden ist, so ist zunächst 
zu ermitteln, ob und welche rationale Function W es giebt, so dass in 
e^^F^ie^y, x) = der grösste charakteristische Index kleiner als m wird. 
Und hierzu ist zu untersuchen, ob und welche Ausdrtlcke von der Form 

io.(.-«)-. bei eine. ,i„g«.».e„ Pon... . = „ in .. = 0, ^ welchen, 

der charakteristische Index grösser als Null ist, vorhanden sind, so dass in 
ß"'^ Fm {ß'^Vy ir) = der charakteristische Index bei x==a kleiner als m wird. 
Entsprechend bei a: = 00 durch die Substitution a: =<""*, wenn bei <=0 der cha- 
rakteristische Index grösser als Null ist. Das Verfahren, diese Grössen w 
zu bestimmen, ist in Abh. Bd. 83 No. 6 im Anschlüsse an Abh. Bd. 76 No. 6 
entwickelt, lieber dieses Verfahren werden hier Untersuchungen angestellt 
zu dem Zwecke , wenn F^ = die Integrale einer Differentialgleichung 
enthält, in der ein System von Differentialausdrücken gleich Null ge- 
setzt ist, die in einem Kreise um a: = a sich wie die bei x=^a normalen 
Differentialausdrucke (No. 5 I «.)) verhalten , alsdann alle Grössen w in 
den determinirenden Factoren der Bestandtheile unmittelbar aus F« = 

zu bestimmen und zu zeigen, dass die Ermittelung der Grössen w von der 

it 
Form ^c_fl(a:-a)"" und der Eigenschaft, dass in e""'F^(e''j^, ar) = der 

charakteristische Index bei x=^a kleiner als m wird, meist auf keine alge- 
braischen Schwierigkeiten führt. 

ö.) Der Differentialausdruck F^iy^x) sei durch das System dargestellt 

(16.) PAy,x) = s, Qx(s,x). 

P^ ist ein Differentialausdruck x^^r Ordnung, für x = gleich y, für x >> 
gleich dem Systeme 

(17.) ga, iVj ^) = »n ^«, (»n ^) = »2 , ... ^«, iHiy x\ 

wo 

(18.) ^«,(y,a?) = e"'^aM''''yy<^\ 

n 

iTe gleich Null oder von der Form £ c_^ix'-a)"^^ ga.iyyX)^^ ^^^^ homo- 
gene lineare Differentialgleichung a^^^ Ordnung, deren Coefficienten in einem 
Kreise um o: = a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige 
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und stetige analytische Functionen und fUr ar = « in endlicher Ordnung un- 
endlich sind, bei welcher der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1, der 
charakteristische Index bei x = a gleich Null ist. Ein DiflFerentialausdruck 
ga von der Form (18.) nimmt eine solche Form nur auf eine Weise an, 
was wie in No. 5 I. bewiesen wird ; e"^^ heisse der determinirende Factor in 
diesem Ausdrucke. Qi ist ein homogener linearer Differentialausdruck l^^^ 
Ordnung fUr A = gleich s; fllr i > seien die Coefficienten in demselben 
in einem Kreise um a: = a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, 
einwerthig und stetig und flir a: = a in endlicher Ordnung unendlich , der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1, und in ^^ = seien nicht mehr 
die Integrale einer Differentialgleichung g^^ = 0, wo ga^ von der Form (18.) 

ist, enthalten. 

Die Integrale von g^^ = sind unter der Form No. 1 (7.) (8.) , die 
Integrale von g^^ = unter der Form No. 1 (9.) (10.) darstellbar; hieraus 
folgt (Abh. Bd. 76 No. 1, 2 oder Abh. Bd. 83 No. 7 V- (20.)), dass g,^(f/, x) 
durch das System ausgedruckt wird 

wo 

(20.) ^ + ,„ = e-i^+li,e-y) 

ist, qi in einem Kreise um x=^a, abgesehen vom Mittelpunkte, einwerthig 
und stetig und für x = a der charakteristische Index in -^ + q^y = gleich 
Null. Daher wird P, {y, x) durch ein System von der Form 

(21.) ni)(y^^) = »n n2)(»M^) = »2, . . . n^){yM-u^) 

dargestellt, worin 

(22.) y,) = e'-^-'C^^ + ^oe-C'^Jf), 

n 

«?(«) gleich Null oder von der Form £ c__^{x—ay% q^^^) ^^ einem Kreise 

um aj = ö als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 

j~ 

stetig, in -3^ + 9(tt)^ = bei x=a der charakteristische Index gleich Null ist. 

Nun ist in Abh. Bd. 76 No. 5 Satz II mittels der Ausdrücke der 
Integrale von P^ = unter der Form No. 1 (11.), (12.) gezeigt worden, 
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wenn eine Darstellung von F^(y^x) unter der Form 

(23.) Pn'{y,x) = s\ qx{s\x) 

besteht, wo p^ ein System von der Art (21.) ist, qi, ein Differentialausdruck 
von der Art von Qi (y, x\ so dass in qi, = nicht mehr die Integrale einer 
Differentialgleichung g^^ = enthalten sind, wo g^^ die Form (18.) hat, dass 

alsdann p^. mit P« und daher qi, mit Qi übereinstimmt. Dasselbe kann man 
mittels des in Abh. Bd. 83 No. 4 bei einem Systeme normaler Differential- 
ausdrücke angewandten Verfahi'ens zeigen, indem man dieses Verfahren 
bei der Differentialgleichung F«(y, x) = 0, worin F^ durch das System (16.), 
P^ durch das System (21.) ersetzt ist, gebraucht. Zu dem Zwecke kommt 
der Satz in Anwendung, dass, wenn man die linearunabhängigen Integrale 
zweier Differentialgleichungen *i f y, a?) = und W^ (y, a?) = , wo *i und 
¥i die Form (22.) haben, in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
vereinigt, diese die Form erhält (vgl. I in dieser Nummer) 

r24) j*'(J'^^) = *^ V^i(«, aj) = 0, 
ki(»,^)=*', yi(*',ar) = 0, 

wo rpi und (pi von der Form (22.), und xpi ähnlich ist ?Pi, (p^ ähnlich *i, 
indem zwei Ausdrücke der Form (22.) ähnlich genannt werden, wenn die 
determinirenden Factoren übereinstimmen und die Wurzel der Exponenten- 
gleichung von -^ + ^ y = bei dem einen Ausdruck sich von der Wurzel 

der Exponentengleichung bei dem anderen Ausdrucke nur um eine ganze 
Zahl unterscheidet. Zwei Systeme von Differentialausdrücken der Form (22.) 
heissen ähnlich ^ wenn sie gleichviele Bestandtheile enthalten, und die Be- 
standtheile von derselben Stelle in beiden ähnlich sind. Nun ergiebt sich 
nach dem Verfahren Abh. Bd. 83 No. 4 : Wenn F« = ein Integral enthält, 
welches eine Differentialgleichung ;^ = 0, wo y von der Form (22.) ist, er- 
füllt, so ist P^ durch ein System wie (21.) darstellbar, an dessen Spitze 
der obengenannte Differentialausdruck steht, und die übrigen Bestandtheile 
bilden ein System, welches dem System (21.) ähnlich ist, nachdem ans 
diesem ein gewisser, y ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist Und 
hieraus folgt weiter, wenn F«(y, x) eine Darstellung von der Beschaffenheit 
(23.) hat, 80 enthält das System p^, eben so viele Bestandtheile wie P« und 
die Bestandtheile dieser beiden Systeme können so gepaart werden, dass 
in demselben Paare ähnliche Ausdrücke stehen. 
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Setzt man e^^F^ie'^y^x)^ so wird dieser Ausdruck dargestellt durch 
^ 9ü,(e'yjX)=y,, e '^«.(e *yi,a:) =^2, . . . e 'g^^ie 'yi,x) =^8 , 

und da in g^^ (y, a?) = der charakteristische Index gleich Null, so wird der 
charakteristische Index in e""^F^{e'^y^x)=^0 kleiner als m. 

n 

Unter den Grössen w eon der Form £ c^ {x — ö)""*, die bewirken, dass 

in e^F^{e'y,x) = der charakteristische Index kleiner ah m wird, befinden 
sich also die Grössen w^, die in den detemUnirenden Factoren der Bestand- 
theUe des Systemes (21.) eon P« eorkommen. 

n 

b.) Wenn nun die Grössen w von der Form £ c^^^ {x — a)'^ so be- 
stimmt werden sollen, dass in e'^F^ie'^y, x) =^0 der charakteristische Index 
bei x = a kleiner als m wird, so muss in F^ = der charakteristische Index 
h grösser als Null sein, und man hat nach Abh. Bd. 83 No. 6 in folgender 

Weise zu verfahren. Von der Grösse -r— = a wird zunächst das Anfangs- 
glied — i»c.«(a:—a)~^''^'^ dadurch bestimmt, dass die Werthe desselben aus 
den Grössen Gr(a:— o)~^""^*^ hervorgehen, die so beschaffen sind, dass, wenn 
man eine solche Grösse für z in den Ausdruck 

(26.) Ä*+p,Ä*-*+...+p, 

einsetzt, wo p^ der Coefficient von ^^_^ in F^ {y, x) ist, und nun die höchst^ 

Potenz von (x — a)"* nimmt, die in den Entwickelungen nach Potenzen von 
x—a der A+1 Summanden von (26.) ä*, Piä*"* bis p^ vorkommt, diese 
Potenz aus dem Gesammtausdrucke (26.) ausfällt. Wie die Werthe des 
Exponenten «+ 1 in diesen Grössen (t(x— a)"^"^'^ zu finden sind, ist in Abh. 
Bd. 83 No. 6 im Anschluss an Abh. Bd. 76 No. 6 angegeben; dieselben 
werden aus den Ordnungszahlen, in denen p4(a = l, ...A) flir a? = ö unend- 
lich wird, hergeleitet Die Werthe der Coefficienten a, die zu einem 
Werthe von «4-1 gehören, werden durch die Wurzeln einer daselbst 
angegebenen algebraischen Gleichung geliefert, deren Gleichungspolynom 
mittels Constanten aus den Entwickelungen der Grössen pi bis pj, nach Po- 
tenzen von x—a dargestellt wird; diese Gleichung ist Coeffidentengleichung 
genannt worden. Die sämmtlichen Grössen (T(a:— a)'"^*^*\ in welchen flir 
n+1 alle durch die bei (26.) angegebene Bedingung bestimmten Werthe 

21» 
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auftreten, und bei demselben Werthe von » + 1 ftlr a alle Wurzeln der zu- 
gehörigen Coefficientengleichung vorkommen, sind die Hauptpotenssen von 
^m iHy a:) = bei a: = a genannt worden. Ihre Anzahl ist höchstens gleich h. 
Ist o eine einfache Wurzel der Coefficientengleichung bei einem 
Exponenten n + l\ so werden alle folgenden Coefficienten in ss durch alge- 
braische Gleichungen ersten Grades eindeutig bestimmt, und der charakte- 
ristische Index in 6"""'F^(6"'y, a?) = wird gleich «i — 1. Ist a eine q- fache 
Wurzel der Coefficientengleichung, so werden die weiteren Coefficienten in 
w in folgender Weise ermittelt. Es wird mit dem gefundenen Werthe 

c^,{x-ar^ gebildet ^"'-"^'""^""F^Ce'-''^'""^"''!^, x) = n'>(j,, a?). Dann sind 

n-l 

die Grössen w^^^ = j; c^^{x—a)~% wo n den gegebenen Werth hat, c«^..,) 

auch Null sein darf, zu bestimmen, so dass in e'""^^^ Fj^e"^^^^ y , x) = bei 
x = a der charakteristische Index kleiner als m wird. Um c_(^_,) zu erhalten, 
ist zuzusehen, ob es Hauptpotenzen aus F^^{yyx) = giebt, in denen der 
Exponent von (a:— ö)"^ gleich oder kleiner als n ist Im ersten Falle ergiebt 
sich c_(n«i) von Null verschieden, im zweiten Falle können die Coefficienten 
c_fl(a = II — 1, ... ^) gleich Null gesetzt werden. Ist in F^^(y, x) = bereits 
der charakteristische Index kleiner als i», so können alle Coefficienten c.^ 
(a = f>— 1, ... 1) in ir^'^ gleich Null gesetzt werden. Der charakteristische 
Index in Fj^^y, x) = kann nicht kleiner als m—p sein; denn der Coefficient 

von -^-^ in Fi^^ = wird in einer Ordnung für a? = a unendlich, die 

^(m— (>)(« + !) ist, und der Coefficient von . ^^^ in einer Ordnung, die 
um wenigstens b(fi+l) niedriger ist, als die Ordnung, in welcher der 
Coefficient von -~- unendlich wird, was in Abh. Bd. 83 p. 120, 121 be- 
wiesen ist und darauf beruht, dass, wenn das Polynom (26.) durch f{ss) 
bezeichnet wird, aus , ^'^ ^ für « = — iic_^(a:— a)*"^""^'^ die höchste Po- 

d^ i"* d^ z**^" ' 

tenz von (a: — «)"*, die in den Summanden . ^ , pi — j-^ — etc. vorkommt, 

nicht ausfällt. Der charakteristische Index in F^^ = sei m — r. Die Anzahl 
der Wurzeln der Exponentengleichung von F^^ = ist r (> 0). Um aus 
F^^ =; die Hauptpotenzen, in denen der Exponent von {x—ay^ gleich oder 

kleiner als n ist, zu erhalten, hat man, wenn der Coefficient von ^^^_^ 

in F^^ durch pi^^ bezeichnet wird, die Hauptpotenzen aus dem Ausdrucke 
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(27.) «0)«-+pO)a0)— ^+... + pO)_^ 

mit dem Exponenten ^ n aufzustellen. Aus den vorhin gemachten Angaben 
über die Ordnungen, in welchen pP^ bis p^L^ für a; = ö unendlich werden, 
folgt nun: wenn man ä^^^ = (T(a: — «)"*', v^n setzt, so kommen in den 

Summanden von (27.) i»^*^"*"^ bis pL-e-i«^'^"*'^"^"*'^"'^ niedrigere Potenzen 
von {x—a)"^ vor als in dem Summanden piJl^ a^^^"*''^""^"*'"^\ Die höchste 
Potenz von {x—a)~\ die sich nach Substitution von a^^^ = Gr(a:— a)~*', y <ii, 
aus den Summanden von (27.) ergiebt, kommt also nur in den Summanden 
des Ausdruckes 

(28.) pL'i, «cir— ("-^)+p([o ^^^^cir— c^-e-o+ . . . +p(i)_^ 

vor. Und damit dieselbe aus letzterem Ausdrucke ausfUllt, ist nothwendig 
und hinreichend, dass die höchste Potenz von {x^a)~\ die in den Sum- 
manden des Ausdruckes 

■T . rm— 0-4-1 /•1^P— T— 1 . . /'m— 



(29.) a w-^ + -:^!^=fti aO)?-^-' + . . . + 



m— T 



pU) ^ ' ' pCO 

vorkommt, aus dem Gesammtausdrucke (29.) ausföUt, in welchem Ausdrucke 

der charakteristische Index des Coefficientensystems 1, "*^,y bis -jiy^ 

gleich p — T ist. Es gehen also die Hauptpotenzen von F^^ = , in denen 
der Exponent von (a:— «)"" gleich oder kleiner als n ist, aus dem Aus- 
drucke (29.) hervor, und dieser Ausdruck hat überhaupt höchstens p— r Haupt- 
potenzen. Ist also t>>0, so kann man c_fl(a = «— 1, ... 1) gleich Null 
setzen. Es sei femer eine Hauptpotenz von F^^^ = mit dem Exponenten 
y^n vorhanden. Im Falle r<in kann c.^{a = n—l^...v) gleich Null 
gesetzt werden. Man erhält nun den Coefficienten c.^^^ij (r^n) in w, 
und hat dann weiter, um die folgenden Coefficienten in w zu finden, mittels 
der Hauptpotenz — c_(y_i) (a: — «)"*' auf F^^^ = dasselbe Verfahren anzu- 
wenden, welches auf F^ = angewandt worden ist. 

Es ergiebt sich schliesslich in Bezug auf den Fall einer ()- fachen 
Wurzel — i»c_„ einer Coefficientengleichung von F«(y, a:) = 0: Wenn man 
die mit c_^(aj— ö)"* beginnenden Grössen «r, die unter einander verschieden 
sind, nimmt und mit jeder derselben 6^"'F«(6'^y, a?) = bildet, und die 
Anzahl der Wurzeln der Exponentengleichungen bei x = «, die den ver- 
schiedenen w entsprechen, aufstellt, so ist diese Anzahl höchstens q. 
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Nimmt man nun die Anzahl der Wurzeln der Exponentengleichangen 
bei x = a, die den sämmtlichen Grössen ta in e~^F^{f'y, a?) = entsprechen, 
so ist diese Zahl höchstens gleich der Anzahl der Hauptpoten^en ton F» = 
bei x=^ a. 

Wenn von den Coefficienten p. in F^iy^x) vorausgesetzt wird, dass 
diese in einem Elreise um o; = a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem 
Punkte, einwerthig und stetig sind und für a; = « in endlicher Ordnung unendlich 

werden, so bleibt das vorstehende Verfahren, die Grössen w = i?c_«(a:— a)""* 

zu bestimmen, so dass in e^'°F^{e'^y,x) = der charakteristische Index 
kleiner als m wird, und es werden dieselben Benennungen angewandt. 

c.) Um nun für den Fall, dass der DiflFerentialausdrack F^{y,x) 
durch das System (16.) dargestellt ist, die Grössen w weiter zu untersuchen, 
wird der in Abh. Bd. 83 No. 6 III bewiesene Satz angewandt, der dort bei 
rationalen Coefficienten der Differentialausdrtlcke gegeben ist, aber in der- 
selben Weise bewiesen wird, wenn die Coefficienten in einem Elreise um 
x = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig sind und für 
a; = a in endlicher Ordnung unendlich werden. Wenn F^^j, (y, x) ein ho- 
mogener linearer Differentialausdruck (m — ky^^ Ordnung, /i (s, x) ein solcher 
/fter Ordnung ist, der Coefficient der höchsten Ableitung in beiden gleich 1 
ist, und der Differentialausdruck F^(y,x) durch das System 

(30.) F_,(y,a^) = s, f,{s,x) 

dargestellt wird, so sind die Hauptpotenzen eon F^^^ und die eon f^ bei x = a 
zusammen die von F^. Ein Ausdruck g^ {y, x) eon der Form (18.) hat a^ 

einander gleiche Hauptpotenzen ^ nämlich die Potenz eon {x — ct)"^ mit dem 

höchsten Exponenten und zugehörigen Coefficienten aus --r^' 

Der Differentialausdruck F„(y, x) habe nun die Darstellung (16.), wo 
Pn{y,x) durch das System (17.) gegeben ist. Es werde vorausgesetzt, Qi{s,x) 
enthalte keine Hauptpotenz bei x^a. Dann ergeben sich nach dem vorhin 
angeführten Satze die Hauptpotenzen von F^ (y, x) aus den Hauptpotenzen 

von g^^ (c = 0, .../), es tritt also aus jeder der Grössen -^ die höchste 

Potenz von (a:— o)"' ttc-mal auf. Entnimmt man nun aus einem w^ die 
höchste Potenz von {x--a)~^ c^ix—ay und bildet 
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80 enthält 

keine Hanptpotenz mit dem Exponenten von {x—a)"^ gleich oder kleiner 
als n. Der charakteristische Index in Q^^ = ist l. Denn wenn Qx keine 
Hauptpotenz enthält oder nur solche enthielte, in denen der Exponent 
von (a?--a)~* grösser als n + 1 ist, und in Q[^'^ die Coefficienten durch 
q[^^ bis q^^^ bezeichnet werden, so wird nach Abh. Bd. 83 No. 6 (9.) (vgl. 
Abh. Bd. 76 p. 294) q^^^ in einer Ordnung unendlich ^{n+l)Ji, und q{'2^ 
in einer Ordnung, die um wenigstens {n+l)h niedriger ist, als die von q]^^. 
Der charakteristische Index in Q[^'^ = wird daher l, und es kann sich aus 

(31.) a^+9p)a^-»+... + ^5i) 

keine Hauptpotenz mit einem Exponenten von {x—a)"^^ der ^n ist, er- 
geben. Da der charakteristische Index in Q[^^ = gleich X ist , so muss, 
wenn derselbe in F« = kleiner als m ist, in wenigstens einem Bestand- 
theile von P^ 0?^— c.»(a?— a)"* = sein. Und da Q[^^ keine Hauptpotenzen 
mit dem Exponenten von {x—ay^^ der ^n ist, enthält, so müssen diese 
Hauptpotenzen bei F^^ nach dem bei (30.) angegebenen Satze aus den Be- 
standtheilen von P^^^ sich ergeben. Indem man nun das in b.) angegebene 

allgemeine Verfahren zur Herleitung der w von der Form i?c_«(a:— a)^ 

und der Eigenschaft, dass in e~"^F^{e'^yyX) = der charakteristische Index 
kleiner als m wird, anwendet, ergiebt sich, wenn in (16.) Qx(s,x) keine 
Hauptpotenz enthält, dass dieses Verfahren gerade successiee die einzelnen 
Summanden der in den Beetandtheilen eon P^ (y, x) torkommenden Grössen w^ 
liefert. 

Wenn eine Coefficientengleichung mehrfache Wurzeln enthält, so kann 
man nach bekannten Regeln der Algebra aus dem Gleichungspolynom die- 
jenigen Polynome herleiten, von denen jedes unter einander verschiedene 
lineare Factoren enthält, und von denen das einzelne Polynom die linearen 
Factoren, die in dem ursprünglichen Gleichungspolynom gleich vielfach 
vorkommen, umfasst. Kommt nun bei denjenigen Grössen to^ in P^ die von 

einander verschieden sind, in den —^ ein Werth des Exponenten n+l der 
höchsten Potenzen nur in einem —^ vor, so enthält die Coefficientenglei- 
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chung von F„, die zu diesem Exponenten gehört, nur gleiche Wurzeln. 
Zur Bestimmung des Werthes derselben ist also eine Gleichung ersten Grades 
aufzustellen. Kommt derselbe Exponent n + 1 der höchsten Potenzen in 

zwei -j^ vor, so erhält man zur Bestimmung der Coefficienten a dieser 

Hauptpotenzen höchstens eine Gleichung zweiten Grades, u. s. w. Wenn 
ferner bei einem Werthe des Exponenten n+1 einer oder mehrerer höchster 

Potenzen in den -^ ein Werth des Coefficienten er == — n c_„ nur in einem 
-j-^ vorkommt, wo «?c durch w[ bezeichnet sei, und man nun 

e-'-'"-"~'F„ie "''-'-' y, x) = F^^y, x) 
bildet, so kommt in 

eine Hauptpotenz mit einem Exponenten, der ^i» ist, höchstens aus 

' +iic_^(a?— ö)~^"^^^ vor, die Coefficientengleichung von JFl*^ zu dieser 



dx 

Hauptpotenz enthält gleiche Wurzeln; ebenso ist es bei den weiteren Re- 
ductionen, bis der charakteristische Index sich kleiner als m ergiebt. Daher 
werden die Coefficienten c^^ (a = « — 1, . . . 1) in mj^ — c_„ (x — a)"" durch 
Gleichungen ersten Grades bestimmt, oder es werden einzelne gleich Null. 
Kommt bei einem und demselben Werthe des Exponenten n+l mehrerer 

höchsten Potenzen ein Werth der Coefficienten a dieser Potenzen in , ' 

dx 
dw" 

und -^ vor, so werden aus den Bestandtheilen von /^'^, welche w[ und 

t£?'/ enthalten, successive die übrigen Coefficienten in tD[ und w'^ ermittelt. 
Die folgenden Coefficienten in w[ und fc[' werden, solange sie gleich sind, 
durch Gleichungen ersten Grades, die ersten von einander verschiedenen durch 
zwei Gleichungen ersten Grades oder eine Gleichung zweiten Grades, die hier- 
auf folgenden wieder durch Gleichungen ersten Grades bestimmt, oder einzelne 
Coefficienten werden gleich Null. Entsprechend ist es in anderen Fällen. 
Man ersieht aus dem Vorstehenden^ dass die Aufsuchung der Grössen w eon der 

n 

Form ^c_fl(a; — «)""*, so dass in e'~^F^{e^y, a:) = der charakteristische Index 
kleiner ah m wird, meistens auf keine algebraischen Schwierigkeiten führt. 
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8. 

Es wird nun das allgemeine Verfahren entwickelt, aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung m^^^ Ordnung F^{y ^ x) = mit rationalen 
Coefficienten den Differentialausdruck möglichst hoher Ordnung herzuleiten, 
der durch ein System normaler Differentialausdrucke darstellbar ist, und 
gleich Null gesetzt eine Differentialgleichung liefert, deren Integrale in 
F« = enthalten sind. 

a.) Der Differentialausdruck F« (y, x) sei durch das System 

(1.) F„_i(y,a?) = «, fk{s,x) 

dargestellt, wo F^^j, ein homogener linearer Differentialausdruck (m — A)*«»'^ 
/i ein solcher k^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten 
der höchsten Ableitung gleich 1 ist, so folgt daraus, dass e'"^ F„ {e"" y ^ x) 

firleich ist * 

(2.) c-"F„_, {e-y, x) = «', «-"/"* (c"«', «), 

it 

wo w gleich Null oder von der Form i? c.a ( j? — ö)"* sei. Die Wurzeln 

der Exponentengleichung bei x = a von e''^F^_j,{e''y,x) = in der Anzahl 
>0, und die Wurzeln der Exponentengleichung von e~"'/ifc(6**'«, a;) = in 
der Anzahl ^ 0, nachdem zu letzteren eine ganze Zahl, die grösste der zu 
den Coefficienten von e'^F^^^ie'^y, a:} = gehörenden Zahlen, addirt ist, sind 
zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von 6~'^F^(e*^y, x) = bei 
a: = a. (Abh. Bd. 76 No. 3 p. 284; Abh. Bd. 83 No. 7 I; vgl. die vorliegende 
Abb. No. 9 ni «.)• Bei x = oo sei w gleich Null oder von der Form 

£c,x\ Wird aj = f gesetzt und 

FJy, X) = i-fTKiy, t), F„.,{y, x) = (- ir-'K.,(y, t), 

fkiy,x} = {-eyn(y,t) 

und 

/-'(»-*>/: (/^<"-«i,,<)=/';(y,o, 

so erhält man F„ (y, t) ausgedruckt durch das System 

(3.) K-,iy,t) = », f'-{»,t); 

daher, wenn to (<~*) = w' gesetzt wird, so ergieht sich 

(4) e-" F„(e''y,x) = (- t'r e""' K (e"' y, i) 
und für e-"' F^ (c*^ y, t) das System 

(5.) e-"- K_, Ce"' j,, /) = »', e-"'/i'(e"'*',0. 
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Die Wurzeln der Exponentengleichung von e'^^/i" (e"'«, /) = bei < = sind 
die der Exponentengleichung von ^"'^/^(e"' «^/) = 0, nachdem zu letzteren 
eine ganze Zahl — 2(m— &) addirt ist. Daher sind die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung von e "^ F'^^^ie^^y^t) = bei / = und die Wurzeln der 
Exponentengleichung von e"^ f^{e'^ s, t) = 0, nachdem zu letzteren eine ganze 
Zahl addirt ist, zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e-^'F^{e'^y,t) = bei / = 0. 

Wenn also der Differentialatisdruck F^ {y, x) durch ein System von 
homogenen linearen Differentialausdrücken mit rationalen Coefßdenten und 
dem Coefßdenten der höchsten Ableitung gleich 1 dargestellt ist, so sind die 

Grössen «r, welche eon der Form ^c_a(a? ■—«)""• oder gleich NtM bei einem 

beliebigen Punkte x = a und der Form £ c« x* oder gleich Null bei x = oo sind 

und welche bewirken, dass bei wenigstens einem der Bestandtheile f{y, x) des 
Sy Sternes die Differentialgleichung e^'^fie^y, x) = den charakteristischen Index 
bei diesem Punkte kleiner als die Ordnung hat (bei x== oo nach Substitution 
eon X = /"' bei t = 0J diejenigen, die dasselbe in Bezug auf C'^F^^e'^y, a?) = 
bei diesem Punkte bewirken, und die Wurzeln sämmtlicher Exponentengleichungen 
bei demselben Punkte, die bei einer Grösse w zu allen Bestandtheile» 
e'"" f[e"'y, x) gehören, lassen sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung 
von C'^F^ (ß"'^^ ^) = so paaren, dass die in einem Paare stehenden sich um 
eine ganze Zahl unterscheiden. 

Wenn W eine rationale Function und W{y, x) ein homogener linearer 
Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 ist, so sind bei einem beliebigen Punkte der 
charakteristische Index und die Wurzeln der Exponentengleichung in 
e~^V{e^y,x)=^0 und in e~'°W{e'^y,x)=^Q übereinstimmend, und ist der 
Punkt in der einen Differentialgleichung nichtsingulär, so auch in der 
anderen, wenn w der Theil der in PartialbrUche zerlegten rationalen Function 
W ist, dessen Glieder in diesem Punkte unendlich werden, und w gleich 
Null ist, wenn W in diesem Punkte nicht unendlich wird (bei o: = oo tritt 
X = /"\ / = ein). Denn e^""" bleibt in diesem Punkte einwerthig und 
stetig und von Null verschieden. 

6.) Jeder homogene lineare Differentialausdruck m^^ Ordnung F^{yy x) 
mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 hat die Darstellung durch das System 
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(6.) *A'(y, x) = 8, F^.^{8, x), 

wo *A' cio homogener linearer Differentialausdruck iV^®^ Ordnung ist, N ent- 
weder gleich Null, oder wenn iV>0 ist, so soll ^^ durch ein System 
normaler Differentialausdiiicke sich darstellen lassen; F,„_^ ist ein homogener 
linearer Differentialausdruck (i» — Ny^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten 
und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 und m—N ent- 
weder gleich Null, oder wenn m — iV >> ist, so soll F^_^ so beschaffen sein, 
dass F^_^{8, a?) = nicht mehr die Integrale einer Differentialgleichung ent- 
hält, in welcher ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt ist. 
Es giebt nur einen Differentialausdruck 4>y (y, x) dieser Art ( Abh. Bd. 83 
No. 4) und daher auch nur einen Differentialausdruck F^^y{y^ x) (1. c. No. 2 11). 
*jv kann nun unter folgender Form darge8tellt werden. In F« {y, a?) = 
seien die Integrale einer oder mehrerer Differentialgleichungen enthalten, 
in denen normale Differentialausdrücke mit demselben determinirenden Factor 
gleich Null gesetzt sind. Werden die linearunabhängigen Integrale je 
zweier dieser Differentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigt, 
so ist in dieser ein normaler Differentialausdruck mit demselben deter- 
minirenden Factor gleich Null gesetzt. Es giebt demnach nur eine Diffe- 
rentialgleichung von höchster Ordnung, in der ein normaler Ausdruck mit 
jenem determinirenden Factor gleich Null gesetzt ist, deren Integrale 
^miVy a?) = erfüllen, und diese muss die Integrale aller anderen Differential- 
gleichungen derselben Art von niedrigeren Ordnungen enthalten. Alle solche 
Differentialgleichungen mit verschiedenen determinirenden Factoren und jede 
von höchster Ordnung im Vergleich mit solchen, die denselben determiniren- 
den Factor enthalten, seien aus F,„ = herausgenommen * die Integrale der- 
selben sind linearunabhängig (Abh. Bd. 83 No. 3 III oder No. 7 IV c). 
Diese Integrale seien in einer Differentialgleichung F(j)(^^a:) = vereinigt; 
der Differentialausdruck F^i^{y,x) nimmt die Form eines Systemes von 
Differentialausdrücken an, von dem jeder Bestandtheil ein System normaler 
Ausdrücke bildet, welches ähnlich ist dem Systeme in je einer jener Differen- 
tialgleichungen. (Abh. Bd. 83 No. 7 IV a.), vgl. die vorliegende Abh. 
No. 6 II «.)). Alsdann wird F,„ iy, x) auf die Form 

(7.) F(i)iy,j:) = y,, F^,iy,,x) ' 
gebracht. Nun wird F„, [y^ x) in derselben Weise zerlegt und unter der 

Form dargestellt 

(8.) F^2) {y, x) = y^ , F„., {y, , x), 

22* 
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WO der homogene lineare Differentialausdruck F^i^iy^ ^) niit rationalen 
Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 dadurch 
definirt ist , dass F^^) {y, a?) = die Integrale aller Differentialgleichungen 
vereinigt enthält, in denen normale Ausdrücke mit verschiedenen determi- 
nirenden Factoren gleich Null gesetzt sind, und von denen jede die der 
höchsten Ordnung von denjenigen ist, die normale Ausdrücke mit demselben 
determinirenden Factor enthalten und deren Integrale F^, {y, a;) = erfüllen. 
Indem diese Zerlegung auf F^,. {y, x) angewandt wird, ergiebt sich ein ent- 
sprechender Differentialausdruck F^^^ (y, x)^ und indem dieses Verfahren fort- 
gesetzt wird, erhält man schliesslich für den Differentialausdruck F^[y^x) 
die Darstellung 

(9-) ^(i)(», ^) = yi? ^(2)(»n ^) = »2, ... ^(r)f»v-i7 ^) = «. J^m-iv(«, ^) = F^{y, x\ 
wo die Differentialausdrücke F(i), F^,) bis F^^^ in der vorhin angegebenen Weise 
entstehen, das System derselben einen Ausdruck iV^®*" Ordnung bildet, in welchem 
iV auch Null sein kann, wobei sich das System auf y reducirt, F^^y{8, x) der 
homogene lineare Differentialausdruck (m — iVj^ör Ordnung mit rationalen 
Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 aus 
(6.) ist, in welchem m — N auch Null sein kann, wo sich dieser Ausdruck auf 
s reducirt. Aus der Entstehung der Differentialausdrücke F(i), F(o), etc. 
ergiebt sich, dass F^(y, x) die Form (9.) nur auf eine Weise annehmen kann. 
Die Form (9.) werde daher die canonische Form des Differentialausdruckes 
F„,{y,x) genannt. Die in Abb. Bd. 83 No. 10 und 11 und nur dort ge- 
brauchte und in anderem Sinne genommene Benennung von Darstellungen 
von *,v (^j ^) als canonischen wird demnach hier nicht weiter angewandt 
Wenn in der Form (9.) w— iV = ist, so möge die canonische Form eine 
normale, und wenn m— iV>0 ist, eine nichtnormale heissen. Die Diffe- 
rentialausdrücke F(,), F(2) bis F^_,v werden der erste, zweite bis letzte 
canonische Bestandtheil von F« {y, x) , die Differentialausdrücke F^,) bis F^y^ 
die normalen canonischen Bestandtheile , der Differentialausdruck F^.^ der 
nichtnormale canonische Bestandtheil genannt. 

c.) Es soll jetzt das Verfahren dargestellt werden, die canonischen 
Bestandtheile von F^(y, x) successive dadurch herzuleiten, dass die normalen 
Differentialausdrücke ermittelt werden, die gleich Null gesetzt Differential- 
gleichungen liefern, deren Integrale in der Differentialgleichung vereinigt 
sind, die aus je einem gleich Null gesetzten normalen canonischen Bestand- 
theile hervorgeht. 
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Zuerst werden die singulären Punkte von F^ = festgestellt. Der 
gemeinschaftliche Factor in Zähler und Nenner bei jedem rationalen Coeffi- 
cienten in F^ {y, x) sei weggehoben. Dann werden nach bekannten Regeln 
der Algebra aus dem Polynom des Nenners diejenigen Polynome herge- 
leitet, von denen jedes unter einander verschiedene lineare Factoren enthält, 
und von denen das einzelne Polynom die linearen Factoren, die in dem 
Nenner gleich vielfach vorkommen, umfasst. Aus diesen bei den verschie- 
denen Coefficienten von F^ = erhaltenen Polynomen werden alle dieje- 
nigen, welche die unter einander verschiedenen linearen Factoren enthalten, 
hergeleitet. Dieselben, gleich Null gesetzt, liefern die Gleichungen, deren 
Wurzeln die singulären Punkte im Endlichen bestimmen. Bei a: = oo ist 
X = r^ zu setzen und zu sehen, ob < = singulärer Punkt ist. 

Alsdann werden bei jedem singulären Punkte x = a eon F^ {y, a?) = 

die Grössen w gleich Null oder von der Form ^c_a((r— a)"^ letztere Grössen 

1 

mittels des in No. 7 III b.) gegebenen Verfahrens ermittelt, die so beschaffen 
sind, dass in e~"'F^{e'°y,x)=^0 der charakteristische Index bei diesem Punkte 
kleiner als m ist, und es werden bei jeder Grösse w die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung von 6~"'F^(e"'y, 0?) = bei demselben Punkte aufgestellt. 
Bei dem Punkte a: = oo, wenn derselbe in F„ = singulär ist, werden die 

n 

Grössen w gleich Null oder von der Form Ec^x"" ermittelt, so beschaffen, 

dass in e"*'F^(6'^y, a?) = fiir a? = <""* bei < = der charakteristische Index 
kleiner als m wird, und es werden bei jedem tr die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung dieser Differentialgleichung bei < = aufgestellt. Diese 
Grössen e"' werden die fundamentalen determinirenden Factoren bei den sin- 
gulären Punkten von F^ = genannt Die zu e'"°F^{e"'y, a:) = gehörende 
Exponentengleichung werde die zu dem fundamentalen determinirenden 
Factor gehörende fundamentale Exponentengleichung genannt. Die Anzahl 
der Wurzeln sämmtlicher fundamentalen Exponentengleichungen bei demselben 
singulären Punkte ist ^m (No. 7 III fe.)). Die Grössen w in den funda- 
mentalen determinirenden Factoren werden nach No. 7 III b.) auf alge- 
braische Weise aus den Coefficienten der Differentialgleichung hergeleitet. 
Die Coefficienten in den fundamentalen Exponentengleichungen hängen 
daher auch algebraisch mit den Coefficienten der Differentialgleichung zusammen. 
Ist F««Ä (y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck (m — kY^^ 
Ordnung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
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Ableitung gleich 1 so beschaffen, dass die Integrale von F^.* = in F. = 
enthalten sind, so hat F^{y,x) die Darstellung 

(10.) F^_,(y,x)=8, f,{8,x), 

wo fk {8, x) ein homogener linearer Differentialausdruck k^^^ Ordnung mit 
rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 
1 ist. (Vgl. Abh. Bd. 83 No. 2 IIj. 

Der Differentialausdruck F^_j,{y,x) in (10.) sei nun ein normaler 

gleich e^F^,j,{e~^y, a:), e^ der determinirende Factor, F„,^{y, x) der reguläre 
Differentialausdruck in dem normalen. W sei in Partialbrüche zerlegt; der 
Theil von W, dessen Glieder in einem Punkte unendlich werden, sei bei 
einem beliebigen Punkte durch tr bezeichnet, wo tr = ist, wenn FT in 
diesem Punkte nicht unendlich wird, und es werde e*^ gebildet Nach a.) 
ergiebt sich, dcL88 die Grö88e e"" bei einem nichtsingulären Punkte eon F^ = 
gleich Eins i8t^ und da88 . die Grösse €° bei einem singulären Punkte eon F^ = 
unter den fundamentalen determinirenden Factoren vorkommt, und die Wuneln 

der Exponentengleichung von F^_t, = bei diesem Punkte sich mit ebenso 
eielen Wurzeln der zu e'° gehörenden fundamentalen Exponentengleichung so 
paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um eine ganze Zahl 
unterscheiden. 

Um nun einen solchen normalen Ausdruck F«_t (y> ^) aufzusuchen, 
wird aus den fundamentalen determinirenden Factoren einer bei jedem sin- 
gulären Punkte von F« = herausgenommen, aus diesen wird das Product 
e^ gebildet. Dann wird e~^F^{e^y,x) aufgestellt. 

Es ist jetzt zuzusehen, ob in e^^^F^{e^^y,x} = die Integrale einer 

Differentialgleichung F,„.k{y,x) = enthalten sind, wo F^.j,{y,x) ein regulärer 
Differentialausdruck (m—&)^®^^ Ordnung ist. Dieses geschieht nach dem in 
Abh. Bd. 83 No. 5 gegebenen Verfahren mit Hiuzunahme der in dieser Ab- 
handlung No. 7 n angegebenen wesentlichen Vereinfachung, wonach man, 
ohne die algebraische Gleichung *(a:) = aufzulösen, deren Wurzeln die 

in F«_i = etwa neu hinzutretenden singulären Punkte im Endlichen liefern, 

im Stande ist zu prüfen, ob ein Differentialausdruck F^_j,{y, x) mit den ver- 
langten Eigenschaften existirt. Wenn bei dem angenommenen Werthe eon 
W ein solcher Differentialausdruck F^^^ existiren soll, so müssen sich aas 
den Wurzeln der Exponentengleichungen von e~"'F^(ß"'y, a:) = bei den 
singulären Punkten von F^ = je m — & als Wurzeln der Exponenten- 
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gleichungen von F«_t = herausnehmen lassen, so dass mittels aller dieser 
Wurzeln der in Abh. Bd. 83 No. 5 (19.) angegebene Ausdruck für die posi- 
tive ganze Zahl t (^0), den Grad von *(a?), gebildet werden kann. Der 
höchste charakteristische Index in e"^F^(6^y, a?) = sei H. Dann kann 

der reguläre Differentialausdruck F^^^iy^ x) höchstens von [m—H)^^^ Ordnung 
sein. Es soll nun bei einem angenommenen Werthe W derjenige reguläre 

Ausdruck F^_j, von der verlangten Eigenschaft genommen werden, welcher 
von allen etwa existirenden die höchste Ordnung hat. Es kann nur ei/ie« 
solchen geben. 

Nun sei ein solcher normaler Differentialausdruck *^'^ (y, x) mit dem 

determinirenden Factor e'^'^^^und dem regulären Differentialausdruck *^^^(y,a:) 
gefunden, so dass also die Integrale von *^^^ = in F„ = enthalten sind. 
Dann werden bei jedem singulären Funkte von F^ = 0, so viele Wurzeln der 
fundamentalen Exponentengleichung ^ die zu dem fundamentalen determinirenden 
Factor in e^ gehört , gestrichen^ als sich mit den Wurzeln der Exponenten- 

gleichung von 4>^*^ = frei demselben Punkte paaren lassen j so dass die in 
einem Paare stehenden sich um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Es ist nun zu ermitteln, ob ein zweiter normaler Differentialausdruck 
*^'^ iy^ ^) B[iit einem von dem vorigen verschiedenen determinirenden Factor 

e^^^ und dem regulären Ausdrucke ^^^^{y, x) besteht, so beschaffen, dass 
die Integrale von *^'^ {y, x) = in F^ = enthalten sind. Wenn ein solcher 
besteht, so lassen sich die Integrale von *^^^ = und *^^^ = in einer 
Differentialgleichung vereinigen, welche die Form erhält 

(11.) *^'>(y,x) = y„ cp^'^{yr,x)=^0, 
wo if^'^^ {y, x) durch ein System normaler Ausdrücke darstellbar ist, welches 
ähnlich ist dem System, das *^'^ ausdrückt (vgl. 6.))- I^^r Theil der in 
Partialbrüche zerlegten rationalen Function TiT^'^ dessen Glieder in einem 
Punkte unendlich werden, sei durch w bezeichnet, wo w gleich Null ist, 
wenn W^"^^ in diesem Punkte nicht unendlich wird. Nach a.) ergiebt sich 
wenn F^.^ in (10.) dem Systeme in (11.) gleich gesetzt wird, dass die 
Grösse e*° in e^^^^ bei einem nichtsingulären Punkte von F^ = gleich Eins 
ist, und dass die Grösse e"" in e^ bei einem singulären Punkte von F^ = unter 
den fundamentalen determinirenden Factoren vorkommt und die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von 4^^^^ = bei diesem Punkte sich mit ebenso vielen der 
übrig gebliebenen Wurzeln der zu e"" gehörenden fundamentalen Exponenten- 
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gleichung so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um eine 
game Zahl unterscheiden. 

Dieser zweite normale Differentialausdruck *^'^ wird nun wieder un- 
mittelbar aus der DiflFerentialgleiehung F^ = gesucht Es wird aus den 
fundamentalen determinirenden Factoren von F^ = 0, bei denen Wurzeln der 
zugehörigen Exponentengleichung übrig geblieben sind, einer bei jedem sin- 
gulären Punkte von F« = herausgenommen und zwar so, dass deren Product 

e^^^ von e^'^^^ verschieden ist. Dann ist zuzusehen, ob in e'^^^F^{e^^^^y, x)=0 

die Integrale einer Differentialgleichung F^.* (y, or) = enthalten sind, wo 

F^^k ein regulärer Differential ausdruck (ni — ä)*««" Ordnung ist. Hier 

können nun die Wurzeln der Exponentengleichung von F^.^ = bei einem 
singulären Punkte von F^ = nur solche m^k Wurzeln aus der Expo- 
nentengleichung von e~^^^F^{e^^^y, x) = sein, welche sich mit eben- 
so vielen der übriggebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
gleichung, die zu dem fundamentalen determinirenden Factor in e^^^ 
gehört, so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um 
eine ganze Zahl unterscheiden. Das weitere Verfahren ist das oben be- 
zeichnete. Es ist bei einem Werthe W^'^^ derjenige reguläre Ausdruck 

F^-k von der verlangten Eigenschaft zu nehmen, welcher von allen etwa 
existirenden die höchste Ordnung hat. 

Wenn nun ein zweiter solcher normaler Differentialausdruck *^^^ (y, x) 
mit dem determinirenden Factor e^^^ und dem regulären Differentialausdruck 

^^^^(tfy ^) sich gefunden hat, so werden wiederum bei jedem singulären Punkte 
ffon F^ = 0, so viele der früher übrig gebliebenen Wurzeln der fundamentalen Ex- 

pönentengleichung, die zu dem fundamentalen determinirenden Factor in e^ ge- 
hört, gestrichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung eon *^'^ = 
bei demselben Punkte so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich 
um eine ganze Zahl unterscheiden. In derselben Weise kann man zusehen, 
ob ein dritter normaler Differentialausdruck *^^^ {y, x) mit einem determi- 
nirenden Factor, der von denen in *^*^ und *^^^ verschieden ist, besteht, 
so dass die Integi-ale von *^^^ {y, a:) = in F« = enthalten sind. Betrachtet 
man die Differentialgleichung, in welcher die Integrale von *^^^= 0, *^^^ = 
und *^^^ = vereinigt sind 

(12.) ^''\y,x)=y,, (f''\y.,x)=^y,, (^(^> (y„ o:) = 0, 
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WO y^'^ aus (11.) hervorgeht, so ergiebt sich, dass zur Aufsuchung von 
*^^^ nur die zuletzt übrig gebliebenen fundamentalen determinirenden Fac- 
toren mit den übrig gebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
gleichungen in Betracht kommen. *^^^ = ist dann aus F^ = nach dem 
früheren Verfahren zu suchen, und wenn ein solcher Ausdruck *^^^ be- 
steht und *^^^ der reguläre Ausdruck ist, so sind wieder so viele der übrig 
gebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen, die zu den 
fundamentalen determinirenden Factoren von F^ = in *^^^ gehören , zu 
streichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von *^^^ = 
paaren lassen, so dass die in einem Paare stehenden sich um eine ganze 
Zahl unterscheiden. 

Es seien nun alle normalen DiflFerentialausdrücke mit verschiedenen 
determinirenden Factoren gefunden, die gleich Null gesetzt Differential- 
gleichungen liefeiTi, deren Integrale in F^ = enthalten sind und von denen 
jeder unter allen solchen mit demselben determinirenden Factor die höchste 
Ordnung hat. Ist die Summe ihrer Ordnungen gleich m, so bilden ihre 
Integrale ein System linearunabhängiger Integrale von F^ = (vgl. b.)). 
Ist diese Summe kleiner als m, so werden die Integrale in einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung vereinigt (vgl. b.)) F(i) (y, x) = 0] die- 
selbe enthält rationale Coefficienten, der Coefficient der höchsten Ableitung 
wird gleich 1 gesetzt. Alsdann wird F^{y,x) dargestellt durch 

(13.) F(i)(y, or) = y,, F«.(yi,a?), 
wo F^. ein homogener linearer Ausdruck m'*®^ Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist. Die 
fundamentalen determinirenden Factoren von F^ = , bei denen Wuriseln 
der fundamentalen Exponentengleichungen übrig geblieben waren, sind nach 
a.) und b.) die fundamentalen determinirenden Factoren von F^. = bei 
diesem Punkte, wenn er in F^. = singulär ist, und die übrig gebliebenen 
Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen von F^ = lassen sich 
mit den Wurzeln der entsprechenden fundamentalen Exponentengleichungen 
von F^, = bei diesem Punkte so paaren, dass die in einem Paare stehenden 
sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Hiernach sind die Wurzeln der 
fundamentalen Exponentengleichungen von F^. = zu bestimmen bei den- 
jenigen der genannten Punkte, die in F«, = noch singulär sind. 

Nun können aber in F^, = neue singulare Punkte auftreten. Da 
bei diesen Punkten der charakteristische Index in F^ = gleich Null ist, 
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80 mu88 er auch in F(,) = und F^. = gleich Null 8ein. Die Integrale 
von F^ = 8ind bei einem solchen Punkte einwerthig und stetig, daher 
auch die von F^i) = 0. Wenn letztere successive in ein System von linear- 
unabhängigen Integralen von F^ = eingeführt werden , so dass man ein 
System von solchen Integralen erhält, welches die von F(,) = umfasst, 
und man die m' übrigen in F(,) (y, x) = yi einsetzt, so erhält man für yi m' 
linearunabhängige, bei dem betrachteten Punkte einwerthige Functionen. 
Daher sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F^. = bei diesem 
Punkte gansszahlig. 

Es sind nun die im Endlichen liegenden neu hinzugetretenen singu- 
lären Punkte von F^, = aufzusuchen. Ein solcher Punkt ist gemäss (13.) 
auch in F(i) = singulär und hier ein ausserwesentlich singulärer Punkt. 
Derselbe sei x=:a. F(i) ist von der Ordnung m—m\ der Coefficient von 

. ^,^,_^ in F(i) sei q^. q^ hat nun bei x = a eine Entwickelung von der 

Form _ '\-2c^{x—aY^ wo a eine negative ganze Zahl ist (vgl. Abb. 

Bd. 81 No. 1). Wenn man daher, nachdem die gemeinschaftlichen Factoren 
in Zähler und Nenner in q^ weggehoben sind, nach bekannten Regeln der 
Algebra das Polynom bildet, welches die von einander verschiedenen linearen 
Factoren des Nenners einfach enthält, und wenn das Polynom, welches nur 
von einander verschiedene lineare Factoren und als Constante in denselben 
die Ausdrücke der im Endlichen liegenden singulären Punkte von F« = ent- 
hält, durch (p {x) bezeichnet wird, so ist der grösste gemeinschaftliche Factor 
zwischen (p{x) und dem früher genannten Polynom zu bilden und letzteres 
durch denselben zu dividiren ; alsdann erhält man ein Polynom x (^) so be- 
schaffen, dass die Gleichung / (a?) = einfache Wurzeln enthält, welche die 
neu hinzugetretenen singulären Punkte von F«, = im Endlichen sind. 
Diese Gleichung /(a?) ist aufzulösen. In Betreff des Gleichungspolynoms 
X{x) ergiebt sich aber Folgendes. Bei dem nichtsingulären Punkte a: = a 
von F^ = sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F^ = 0, 1 bis 
m — 1. Da dieser Punkt in F^i) = ausserwesentlich singulär ist und F^^ 
von der Ordnung m—m! , so enthält die Exponentengleichung von F(q = 
bei diesem Punkte iw— m' verschiedene Wurzeln aus der Reihe 0, 1 bis m— 1, 
die nicht mit 0, 1 bis m— m'— 1 zusammenfallen (vgl. Abh. Bd. 81 No. 1). Die 
Exponentengleichung von F^. = enthält die übrigen m\ zu denen — (m — w') 

addirt ist (vgl. a.) ; der Coefficient von . ^,_^ in F^. = sei durch g^ be- 
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zeichnet. Nnn ist die Exponentengleichnng von F(,) = 

(U) M'-l)-('-('»-«»')+l)+(?t(«'-»))-='''-('-l)-('-('»-"»')+2) + - 

Die Exponentengleichnng von F„, = ist 

ri- 'l |»*(r-l)...(r-«»' + l) + 07.(a:-a))^,r(r-l)...(r-i»'+2) + .- 

Es ergiebt sich hieraus, wenn unter den Wurzeln von Gl. (14.) 0, 1.../, 
aber nicht /+1 ist, wo /<<m— m'— 1, so ist 



* * • 



^^^'^ Kq -,ix-ar 0«=a= 0, {q _,..(« -a)-"'-'-')^a ^ 0. 

Und wenn unter den Wurzeln der Gl. (15.) i»— »»'—(»»— »»') = 0, 1.../', 
aber nicht P+1 ist, wo /'<»»' — 1, so ist 

{g,- (x - a)'")^„ = 0, (g„,., {X - o)"'-')^„ = 0, 



. • • 



In jedem Coefficienten ga(a = 2...m— m') und gr^(a = 2...m') seien die gemein- 
schaftlichen Factoren von Zähler und Nenner weggehoben; das Polynom 
des Nenners bei q, oder g, enthält dann den Factor [x — a)% wo « eine der 
Zahlen 0, 1 bis s sein kann. Aus den Relationen (16.), (17.) ergiebt sich nun, 
dass die verschiedenen linearen Factoren x—a, die sich auf die verschiedenen 
neu hinzugetretenen singulären Punkte beziehen, allgemein genommen bei 
einigen Coefficienten q oder g theilweise mit verschiedenen Exponenten e 
in dem Nenner eines solchen Coefficienten vorkommen werden. Aus dem 
Polynom iV des Nenners jedes Coefficienten g^ (a = 2 . . . m — m'), g^ (a = 2 . . . w') 
werden daher nach bekannten Regeln der Algebra die Polynome hergeleitet, 
von denen jedes nur unter einander verschiedene lineare Factoren umfasst, 
welche Polynome, gleich Null gesetzt, Gleichungen liefern, von denen die 
einzelne die Wurzeln von iV = 0, die gleich vielfach vorkommen, enthält 
Diese Polynome sind durch den grössten gemeinschaftlichen Factor, den 
jedes mit dem oben bezeichneten Polynom (p{x) hat, zu theilen; dann ent- 
halten die Quotienten als lineare Factoren nur solche von /(a?), und es 
werden sich unter denselben allgemein genommen Polynome, welche Theiler 
€on X (a?) sind, finden. Nun werden die unter einander verschiedenen Theiler 
genommen und / (x) successive in Factoren zerlegt, indem zwischen den ein- 

23* 
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zelnen bereits gefundenen Factoren, deren Product ;f(a?) ist, und einem neuen 
Theiler von /(a:) der grösste gemeinschaftliche Factor gesucht wird. Als- 
dann sind noch die zuletzt übrig bleibenden Factoren gleich Null zu setzen, 
und die erhaltenen Gleichungen aufzulösen. 

Ist nur ein fundamentaler determinirender Factor e"" bei jedem sin- 
gulären Punkte von F« = übrig geblieben , und ist die Anzahl der übrig 
gebliebenen Wurzeln der zugehörigen fundamentalen Exponentengleichung 
gleich m', so ist in e""" F^. {e^^y, x) = der charakteristische Index bei diesem 
Punkte gleich Null, F^,{y,x) ist ein normaler Differentialausdruck, bei 
welchem der determinirende Factor aus dem Product der übrig gebliebenen 
fundamentalen determinirenden Factoren von F^ = besteht, und man braucht 
daher in diesem Falle die neu hinzugetretenen singulären Punkte von F^, = 
nicht aufzusuchen. 

Nachdem nun die singulären Punkte von F^. = bekannt sind und 
bei jedem singulären Punkte die fundamentalen determinirenden Factoren 
und die Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen dieser Diffe- 
rentialgleichung aufgestellt sind , wird auf F«, = dasselbe Verfahren an- 
gewandt, welches früher auf F« = angewandt worden ist. Dieses Ver- 
fahren ist fortzusetzen, so lange Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
gleichungen von F« = bei allen singulären Punkten noch übrig sind, 
bis man entweder auf einen Differentialausdruck stösst, der gleich Null ge- 
setzt eine Differentialgleichung ergiebt, die nicht mehr die Integrale einer 
Differentialgleichung mit normalem Differentialausdruck enthält; dieser ist 
dann der nichtnormale canonische Bestandtheil von F^ (y, x) , als solcher 
kann sich auch F^{y,x) selbst ergeben; oder bis man F^{y,x.} vollständig 
in normale canonische Bestandtheile aufgelöst hat. 

Bei Anwendung des Verfahrens von No. 7 II ist zu beachten, wenn 
F« = einen solchen im Endlichen oder Unendlichen liegenden singulären 
Punkt hat, dass die Wurzeln jeder fundamentalen Exponentengleichung bei 
diesem Punkte (diese Gleichung für sich betrachtet) zu je zweien sich 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden, so kann man, um die normalen 
Bestandtheile von F„ in beliebiger Reihenfolge aufzusuchen, alle for- 
mellen Entwickelungen der Integrale, die bei dem Verfahren von No. 7 II 
erforderlich sind, bei diesem Punkte vornehmen, und man toeiss f>on eam 
herein, dass man auf keine unbestimmten Constanten innerhalb der Ent- 
wickelungen stösst. 
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9. 

Nachdem in den beiden letzten Nummern das allgemeine Verfahren 
angegeben ist, einen homogenen linearen Differentialausdruck F^ mit ra- 
tionalen Coefficienten durch ein System solcher Ausdrücke darzustellen, an 
dessen Spitze das System möglichst hoher Ordnung von normalen Aus- 
drücken steht, werden nunmehr die Resultate der vorhergehenden Nummern 
zur Untersuchung der Integrale von F^ = angewandt. 

Der homogene lineare Differentialausdruck m^ö^ Ordnung F^iy^x) 
mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchöten Ableitung 
gleich 1 sei nach dem in No. 8 c.) angegebenen Verfahren auf die cano- 
nische Form (No. 8 b.) gebracht. Dann sind nach diesem Verfahren gleich- 
zeitig die Differentialgleichungen mit normalen Differentialausdrücken er- 
mittelt, deren Integrale in einer Differentialgleichung vereinigt sind, die 
zum Differentialausdruck je einen der normalen canonischen Bestandtheile 
von F« {y, x) hat Wird ein System linearunabhängiger Integrale einer 
homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten durch 
die Integrale mehrerer homogener linearer Differentialgleichungen mit ra- 
tionalen Coefficienten, deren Integrale unter einander linearunabhängig sein 
sollen, dargestellt, so werde von letzteren Differentialgleichungen gesagt, 
dass sie ein System eon Unterdifferentialgleichungen der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung bilden. Ein System von Unterdifferentialgleichungen, in 
welchem die Differentialgleichungen normale Differentialausdrücke mit von 
einander verschiedenen determinirenden Factoren enthalten, kann nur auf 
eine Weise bestehen, weil sonst die ursprüngliche Differentialgleichung mehr 
^earunabhängige Integrale enthielte, als ihre Ordnung beträgt, da die 
Integrale von Differentialgleichungen mit normalen Differentialausdrücken 
und von einander verschiedenen determinirenden Factoren unter einander 
linearunabhängig sind (vgl. No. 8 fe.))« Besteht ein System von Unter- 
differentialgleichungen dieser Art, so mögen die Unterdifferentialgleichungen 
dieses Systems Hauptunterdifferentialgleichungen der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung heissen. Es sind also nach No. 8 c.) die Hauptunterdiffe- 
rentialgleichungen jeder Differentialgleichung bekannt, in welcher ein nor- 
maler canonischer Bestandtheil von F^{y,x) gleich Null gesetzt ist. 

L Die canonische Form eon F^{y, x) bestehe in einem normalen ca- 
nonischen Bestandtheile. Die Differentialgleichung F^ (^^ ^) = besitzt dann 
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ein System von Hauptunterdifferentialgleichungen, die ermittelt sind. Das 
Integral einer der letzteren Differentialgleichungen besteht aus dem deter- 
minirenden Factor e^, der bekannt ist, multiplicirt mit dem Integrale der Diffe- 
rentialgleichung , in welcher der reguläre Differentialausdruck aus jener 
gleich Null gesetzt ist. Was diese Differentialgleichung mit nur regulären 
Integralen angeht, so können in derselben neben den singulären Punkten 
von F„ = noch neue singulare vorhanden sein. Es sind dieses ausser- 
wesentlich singulare Punkte der Differentialgleichung. Dieselben brauchte 
man bei Herleitung dieser Differentialgleichung nach No. 8 c.) nicht auf- 
zusuchen, und man braucht sie auch zu dem Zwecke, die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung zu entwickeln und ihren Verlauf zu verfolgen, nicht zu er- 
mitteln. Die Entwickelung der Integrale dieser Differentialgleichung bei den 
singulären Punkten von F^ = , bei diesen sind die Wurzeln der Expo- 
nentengleichungen bereits bekannt, geschieht bei x=: a nach No. 1 (7.) (8.) 
und (19.), die Constanten in dem linearen Ausdruck der Integrale, der das 
Resultat des Umganges eines Integrales um einen singulären Punkt darstellt, 
werden durch No. 1 (24.) gegeben. Die Darstellung der Functionen Xaf>{^) 
in No. 1 (19.) in dem Bezirke des singulären Punktes erfolgt mittels der 
in No. 3 III betrachteten Differentialgleichung T^ = nach Abh. Bd. 87 
No. 7 IL b.). Die Werthe der Integrale und des Productes eines Integrales 
mit dem determinirenden Factor werden mit vorgeschriebener Annäherung 
in einem Kreisringe innerhalb dieses Bezirkes mit dem singulären Punkte 
als Mittelpunkt nach No. 3 berechnet. Entsprechend ist es bei rr = oo durch 
die Substitution x = t~\ Der Verlauf der Integrale ist nach dem Verfahren 
von No. 4 zu untersuchen. Die Differentialdeterminante dieser Integrale bei 
den singulären Punkten von F« = ergiebt sich aus No. 1 (16.), (18.). Die 
Constanten in den linearen Relationen zwischen den Integralen bei zwei sin- 
gulären Punkten waren in Abh. Bd. 87 durch analytische Ausdrücke, deren 
Convergenz mittels der Fotirierschen Reihe bewiesen worden ist, gegeben 
worden und können nach No. 3 und 4 II mit beliebig vorgeschriebener An- 
näherung berechnet werden. Dass man die zu den singulären Punkten 
von F« = neu hinzutretenden singulären Punkte dieser Differential- 
gleichung nicht aufzusuchen braucht, kommt daher, dass man den Ueber- 
gang eines Integrales von einem nichtsingulären Punkte derselben zu 
einem anderen nichtsingulären in einem Kreise, in welchem kein sin- 
gulärer Punkt von F^ = liegt, nach No. 4 III b.) mittels der Differential- 
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gleichung e~^^F^{e^y^x) = bewerkstelligt. Um ein Integral von F„ = 
fortzusetzen, wird dasselbe bei einem Punkte, bei welchem der charakte- 
ristische Index in F^ = gleich Null ist, durch Integrale der Haupt- 
unterdiflferentialgleichungen ausgedrückt (No. 5 I b.)). Zu den Differential- 
gleichungen F^ = dieser Art gehören diejenigen, in denen F^ selbst 
ein normaler Differentialausdruck, also speciell auch wenn F„ ein regu- 
lärer Differentialausdruck ist. Zu den Differentialgleichungen F« = 0, die 
ein System von mehreren Hauptunterdifferentialgleichungen haben, gehört 
die homogene lineare Differentialgleichung ftlr m>l mit constanten Coef- 
ficienten, von denen wenigstens zwei nicht verschwinden, wie dieses in 
Abh. Bd. 83 No. 8 11 für den Fall, dass der Coefficient von y nicht ver- 
schwindet, erläutert ist und auf dieselbe Weise sich ergiebt, wenn dieser 
Coefficient verschwindet. Sind in Differentialgleichung (1.) der No. 1 die Coef- 
ficienten p constant, p^ = p„_i = • • = p^.,+i = 0, Modp«_,>0 (0</<m— 1) 
und sind die Wurzeln der Gleichung 

(1.) a-'-p,a-'-^+p,a-'+^-. .. + (-!)->_, = 0, 

welche die Coefßcientengleichung bei 0?=«"*, <=0 ist, — aa(a=l...m — /), so 
entspricht einer einfachen Wurzel — a^ der normale Differentialausdruck 

^a^z — -1 — —^ einer p- fachen der normale Differcntialausdruck e^^"" ^ • 



dx ^ "^ dx^ '' 

zu diesen tritt noch, wenn / > ist, der normale und zwar reguläre Diffe- 
rentialausdruck -^-, und diese Ausdrücke gleich Null gesetzt liefern das 

System der Hauptunterdifferentialgleichungen. 

n. Die canonische Form von F^(y, x) bestehe nicht in nur einem 
normalen canonischen Bestandtheile , so fehlt entweder der nichtnormale 
canonische Bestandtheil und es sind mehrere normale canonische Bestand- 
theile vorhanden, oder es kommt auch ein nichtnormaler canonischer Be- 
standtheil vor. In letzterem Falle habe F^{y,x) die Darstellung 

(2.) *^(y, x) = s, F^jfis, x\ 
wo ^y{y,x) das System der normalen canonischen Bestandtheile, F^_ff{s^x) 
der nichtnormale canonische Bestandtheil ist. Ob ein Integral von F^ = 
die Differentialgleichung 4>y = erfüllt, kann man in folgenden Fällen ohne 
Weiteres erkennen (über weitere Fälle vgl. III.). Erstens wenn das Integral 
bei einem Punkte regulär und bei diesem Punkte der charakteristische Index 
in F«_jyr = gleich m — N ist, so erfüllt dasselbe 4>y = 0. Denn sonst würde 
dieses Integral in *,v {y, x) = s eingesetzt für s einen Ausdruck liefern, der 
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bei diesem Punkte die Form der regulären Integrale hätte, während 
F^^jf{8, x) = bei diesem Punkte kein reguläres Integral besitzt. Es sei 
zweitens der charakteristische Index in F« = bei einem Punkte gleich 
Null , und daher auch in ^y = und F^_jf = , bei welchem Punkte ein 
Integral von F^ = betrachtet wird. Dann hat man bei diesem Punkte 
ein System Integrale von *^ = und F^_^ = unter der Form No. 1 
(7.) (8.) zu entwickeln und erhält aus diesen ein System Integrale von 
F« = unter der Form No. 1 (11.), welche Entwickelungen der Form 
No. 1 (19.) haben (bei x = oo ist x = t~^ einzusetzen und bei t = zu ent- 
wickeln). Wenn nun in der Entwickelung eines Integrales von F^ = von 
der Form No. 1 (19.), welches zu dem Exponenten r gehört, dieser Expo- 
nent von x — a, abgesehen von einer ganzen Zahl, nicht in den Entwicke- 
lungen der m — N Integrale von F^ = 0, für welche s in (2.) von Null ver- 
schieden ist, vorkommt, so muss das Integral *^ = erfüllen. Kommt 
dieser Exponent auch in Integralen unter den m—N vorhin genannten Inte- 
gralen von F^=0 vor, ausserdem in Integralen von ^jf—0, so kann man nach 
Abb. Bd. 87 No. 2 1 das zu untersuchende Integral von F^ = durch diejenigen 
ausdrücken, in denen die Exponenten von x — a sich von r nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, die unter den Integralen von *^ = und den übrigen 
von F« = vorkommen und zusehen , ob in diesen Ausdruck die letzteren 
Integrale nicht eingehen. Um diese Darstellung zu vollziehen, müssen in 
den Functionen Xa>{^) ^^ der Entwickelung No. 1 (19.) des Integrales die 
Ti— r+1 Anfangscoefficienten bekannt sein, wo Vi von den Wurzeln der 
Exponentengleichung von F^ = , die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, die mit dem grössten reellen Theile ist, also wenn der Punkt 
in F« = nichtsingulär ist, so müssen in der Entwickelung des Integrales 
die m— r ersten Coefficienten bekannt sein. Die Betrachtung eines Integrales 
von F« = 0, welches der Differentialgleichung *^ = genügt , kommt auf 
die Untersuchung des Falles zurück, wo in der canonischen Form von F^ 
der nichtnormale canonische Bestandtheil nicht vorhanden ist. 

Es soll nun, wenn in der canonischen Form eon F^ der nichtnormale 
canonische Bestandtheil fehlt, vorausgesetzt werden ^ dass F^ mehrere normcUe 
canonische Bestandtheile enthält. 

a.) Von der Differentialgleichung, die irgend einen der normalen 
canonischen Bestandtheile als Differentialausdruck enthält, sind die Haupt- 
unterdifferentialgleichungen nach No. 8 c.) bekannt, und wenn die Integrale 
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derselben snccessive in einer Differentialgleichung vereinigt werden, so 
erhält man schliesslich den canonischen Bestandtheil dargestellt durch ein 
System linearer Differentialausdrttcke, von denen je einer durch ein System 
normaler Differentialausdrttcke gebildet wird, welches ähnlich ist einem 
System, das den Differentialausdruck in einer Hauptunterdifferentialgleichung 
darstellt (vgl. No. 8 a.) und 6.))- -Ä.uf diese Weise erhält man also F« 
dargestellt durch ein System normaler Differentialausdrttcke. Aus diesem 
System sei bei dem singulären Punkte x = a von F^ = ein System 
bei x=- a normaler Differentialausdrttcke ( No. 5 I ) hergeleitet , welches 
die Form No. 1 (4.) hat Dann ergeben sich die Integrale von F^ = bei 
diesem Punkte unter der Form No. 1 (11.), und die Integrale der einzelnen 
Gruppen erhalten die Entwickelung No. 1 (21.). Es ergeben sich hierdurch 
also immer die Exponenten von x—a in den Gruppen der Integrale und 
die Anzahl der linearunabhängigen Integrale in jeder Gruppe. Bei x = oo 
ist in das System normaler Differentialausdrttcke x = t"^ einzusetzen, wie in 
No. 5 (6.). Der Gruppenexponent und die Anzahl der Integrale in jeder 
Gruppe bei einem singulären Punkte eon F^ = werden daher gemäss No. 8 a.) 
und c.) gegeben durch die Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
aus den fundamentalen Exponentengleichungen von F» = bei diesem Punkte. 
6.) Um nun bei einem singulären Punkte von F^ = die Integrale 
einer Gruppe mit dem Gruppenexponenten r darzustellen und weiter zu 
untersuchen, werden Systeme normaler Differentialausdrttcke gesucht, die, 
gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, deren Integrale in F„ = 
enthalten sind, und welche Systeme bei diesem Punkte den Gruppenexponenten 
r einstellig enthalten, wie in No. 5 1 angegeben ist Aus einem solchen Systeme 
ergiebt sich die Darstellung und Werthberechnung der Integrale mit dem 
Gruppenexponenten r nach dem in den Nummern 1, 2 und 3 angegebenen 
Verfahren, wie dies in No. 5 I auseinandergesetzt ist, und sind bei allen 
singulären Punkten von F« = die Integrale dieser Differentialgleichung in 
der angegebenen Weise ermittelt, so erfolgt die Fortsetzung der Integrale 
von F« = gemäss den Angaben von No. 4 und 5 16.)- Di© Berechnung 
der Differentialdeterminante D der Integrale von F^ = bei einem singu- 
lären Punkte wird, wenn die Integrale aus einem Systeme, wie das No. 1 
vor a.) bezeichnete, hervorgehen, aus No. 1 (16.), (18.) vorgenommen, sonst 
wie in No. 5 16.) angegeben. Wenn man einen Werth S' <C ModD ermittelt 
hat, so kann man bei den Untersuchungen von No. 4 einen Werth S<i^' 
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d'—d 

anwenden und zugleich einen beliebigen Werth x <C — s — angeben als eine 



2 

Grösse von der Eigenschaft, dass, wenn D^D'+D*' ist, und man ModZ)"<;« 
setzt, alsdann dieser Bedingung entsprechend Z)' berechnet, sichModZ)'><J+Ä 
ergiebt, da ModZ)'><y'— x ist, woraus Mod/>><y folgt. 

Es ist also zuzusehen, wie sich aus der normalen canonischen Form 
von F^ die Systeme normaler DiflFerentialausdrücke ergeben, die bei den 
singulären Punkten von F^ = die Gruppenexponenten einstellig enthalten. 

Die Hauptunterdifferentialgleichungen einer Differentialgleichung, in 
der ein canonischer Bestandtheil von F« gleich Null gesetzt ist, enthalten 
normale Differentialausdrttcke , deren determinirende Factoren bekannt sind 
und deren reguläre Ausdrücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen 
liefern, von denen bei jedem singulären Punkte von F^ = die Wurzeln 
der Exponentengleichungen bekannt sind. 

Aus den Differentialausdrttcken der Hauptunterdifferentialgleichungen 
je eines canonischen Bestandtheiles sei in irgend einer Anordnung ein System 
gebildet, und diese Systeme sollen in der Reihenfolge der entsprechenden 
canonischen Bestandtheile zu einem Systeme zusammengesetzt sein. Wenn 
sich die Anordnung jener Differentialausdrilcke so treffen lässt, dass im Gänsen 
ein System hervorgeht, welches bei einem singulären Punkte eon F^ =: die 
in No. 1 eor a.) angegebene Eigenschaft hat, und man nun bei jedem cano- 
nischen Bestandtheile die Integrale der Hauptunterdifferentialgleichungen, 
letztere in derselben Anordnung genommen, successive in einer Differential- 
gleichung vereinigt, so erhält man gemäss No. 8 a.) und 6.) unmittelbar eine 
Darstellung von F^ durch ein System von der No. 1 vor a.) bezeichneten 
Eigenschaft. Bei einem singulären Punkte von F«, = werden die Wurzeln 
der Exponentengleichungen in den regulären Ausdrücken, die zu den nor- 
malen Ausdrücken in allen Hauptunterdifferentialgleichungen bei je einem 
canonischen Bestandtheile gehören, zusammengestellt Wenn nun eine solche 
Wurzel bei einem canonischen Bestandtheile sich von einer bei einem anderen 
canonischen Bestandtheile nicht um eine ganze Zahl unterscheidet, so kann 
man unmittelbar die Systeme normaler Differentialausdrücke angeben, welche 
die Gruppenexponenten bei diesem singulären Punkte einstellig enthalten 
und gleich Null gesetzt die linearunabhängigen Integrale von F^ = jeder 
Gruppe bei demselben Punkte liefern. Denn wenn man den canonischen 
Bestandtheil, in dessen Hauptunterdifferentialgleichungen bei dem betrachte- 
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ten Punkte der Gruppenexponent r vorkommt, und die folgenden cano- 
nischen Bestandiheile aus der canonischen Form wegnimmt, alsdann auf 
das System der vorhergehenden canonischen Bestandtheile als Bestand- 
theil eines Systems den Differentialausdruck einer Hauptunterdifferential- 
gleichung, in welcher der Gruppenexponent r vorkommt, folgen lässt, so 
erhält man ein System normaler Differentialausdrttcke, welches r einstellig 
enthält, und wenn man in derselben Weise jede der Hauptunterdifferential- 
gleichungen, bei welcher r vorkommt, verwendet, so erhält man Systeme, 
welche r einstellig enthalten und gleich Null gesetzt die sämmtlichen linear- 
unabhängigen Integrale dieser Gruppe liefern (No. 5 U vor b.)). 

c.) Wenn aber bei einem singulären Punkte von F^ = der Gruppen- 
exponent r aus Hauptunterdifferentialgleichungen, die in mehr als einem ca- 
nonischen Bestandtheil sich finden, hervorgeht, so ist unter Anknüpfung an 
No. 5 n und in in folgender Weise zu verfahren, um Systeme, die den 
Gruppenexponenten r einstellig enthalten , herzuleiten. F« (y, x) sei darge- 
stellt durch das System 

(3.) R{y,x)^y,, S{y,,x) = y2j Tiy^jX), 
wo R, S, T Systeme normaler Differentialausdrttcke sind, R sich auch auf 
y, T auf y2 reduciren kann, und bei dem betrachteten singulären Punkte 
von F« = ein Bestandtheil von R den Gruppenexponenten r nicht enthält, 
in S alle Bestandtheile vorkommen, die r mit einem fixirten zugehörigen 
determinirenden Factor enthalten, ausserdem etwa noch andere Bestand- 
theile, die Bestandtheile in T r entweder nicht enthalten, oder mit anderen 
zugehörigen determinirenden Factoreu, als jener fixirte ist 

Wenn es nun ein oder mehrere Systeme normaler Differentialausdrttcke 
giebt, welche den Gruppenexponenten r einstellig mit einem und demselben 
determinirenden Factor e"" bei dem singulären Punkte von F« = enthalten, 
welche gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, deren Integrale 
F« = erfüllen , so giebt es nach No. 5 TL auch ein solches System nor- 
maler Differentialausdrttcke, welches r einstellig mit demselben zugehörigen 
determinirenden Factor enthält und gleich Null gesetzt eine Differential- 
gleichung liefert, deren Integrale F« = erfttUen, und in welcher die Inte- 
grale jener Differentialgleichungen vereinigt sind. Dann giebt es nach 
No. 5 III auch ein System normaler Differentialausdrttcke, welches an der 
Spitze eines Systemes solcher Ausdrttcke zur Darstellung von S steht, und 
r einstellig mit demselben zugehörigen determinirenden Factor bei dem sin- 
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gnlären Punkte enthält, und welches gleich Null gesetzt eine Differential- 
gleichung giebt, die eben so viele linearunabhängige Integrale mit dem 
Gruppenexponenten r liefert, als die vorhin genannte Differentialgleichung. 
Folgt dieses System auf R in (3.), so erhält man ein System, welches r 
einstellig enthält und eben so viele Integrale der bezeichneten Art von 
F^ = liefert Wenn in mehreren Systemen normaler Differentialausdrflcke 
derselbe Gruppenexponent r einstellig mit verschiedenen zugehörigen deter- 
minirenden Factoren bei dem singulären Punkte von F« = vorkommt, diese 
Systeme gleich Null gesetzt Differentialgleichungen geben, deren Integrale 
F« = erfüllen, so sind die aus diesen Differentialgleichungen hervor- 
gehenden Integrale mit dem Gruppenexponenten r unter einander linear- 
unabhängig. Es ist daher zuzusehen, ob S durch ein System normaler Diffe- 
rentialausdrttcke sich darstellen lässt, an dessen Spitze ein solches System 
normaler Differentialausdrücke steht, welches den Gruppenexponenten r ein- 
stellig mit dem bestimmten determinirenden Factor e"" bei dem singulären 
Punkte von F^ = enthält, und linearunabhängige Integrale mit dem 
Gruppenexponenten r liefert in der Am<ihl der Wuneln der Exponenten- 
gleichung f>on e"^ F^{e'° y y x) = bei diesem Punkte y die sich f>on r nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, gemäss dem in a.) und in No. 5 II b.) Gesagten. 
Zu dem Zwecke wird folgende Darstellung eon S aufgesucht: 

(4.) S\y,x) = y,, S"(y„x); 
S' und S" sind Systeme normaler Differentialausdrücke; in S', welches sich 
auch auf y reduciren kann, soll der Gruppenexponent r bei dem singu- 
lären Punkte in keinem Bestandtheile vorkommen. Der Differentialausdruck 
S" sei entweder durch ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt, 
aus welchem ein System bei dem singulären Punkte normaler Differentialaus- 
drttcke, in dem je zwei auf einander folgende zu diesem Punkte gehörende 
determinirende Factoren von einander verschieden sind, mit folgender Eigen- 
schaft hervorgeht. Dieses System beginnt mit einem Diff'erentialausdruck, der 
als zu diesem Punkte gehörenden determinirenden Factor den ßxirten €^ 
enthält und einen bei diesem Punkte regulären Differentialausdruck hat, in 
dessen Exponentengleichung so eiele Wurzeln, die sich von r nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, wie in der Exponentengleichung eon e~*'F^(e"'y, a?) = 
vorkommen. Oder S" sei nur durch ein solches System normaler Differential- 
ausdrttcke darstellbar, bei dem ein unzerlegbarer Differentialausdruck an der 
Spitze den Gruppenexponenten r bei dem betrachteten Punkte enthalten muss. 
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In leMerem Falle ist zur Erfüllung der gestellten Forderung nothwendig und 
hinreichend^ dasB es eine Darstellung von S>" giebt, die mit einem solchen 
normalen Differentialansdrnck beginnt, der den determinirenden Factor e"^ 
bei dem singalären Punkte enthält, und wenn man nebst diesem die fol- 
genden normalen Differentialausdrücke, bei denen der zu diesem Punkte 
gehörende determinirende Factor derselbe e"" ist, herausnimmt, dass zu dem 
hierdurch hervorgehenden, bei dem singulären Punkte normalen Differential- 
ausdrucke ein bei diesem Punkte regulärer Differentialausdruck gehört, 
in dessen Exponentengleichung so viele Wurzeln, die sich von r nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, wie in der Exponentengleichung von 
^"■^'^••(^'"y^^) = vorkommen. Um letztere Darstellung von S" zu er- 
halten, ist zu bemerken, dass wenn von einem Differentialausdruck, der durch 
ein System normaler Differentialausdrucke darstellbar ist, eine Darstellung 
gebildet wird, bei welcher man auf irgend einen an der Spitze stehenden 
normalen Differentialausdruck successive solche normalen Ausdrücke folgen 
lässt, die denselben zu einem bestimmten Punkte gehörenden determinirenden 
Factor wie der erste Bestandtheil haben, bis kein weiterer solcher Ausdruck 
folgen kann, das System der bis dahin auftretenden Bestandtheile einen 
Differentialausdruck bildet, der bei allen solchen Darstellungen, bei welchen 
derselbe zu diesem Punkte gehörende determinirende Factor auftritt, et» 
und derselbe ist. Denn wenn zwei verschiedene solche Differentialausdrücke 
beständen und man dieselben gleich Null setzte, so könnten die Integrale 
der einen der hierdurch erhaltenen Differentialgleichungen nicht in der an- 
deren enthalten sein, weil sonst auf den einen Differentialausdruck in der 
Darstellung von G noch andere normale Ausdrücke mit demselben zu dem 
betrachteten Punkte gehörenden determinirenden Factor folgen würden. 
Vereinigt man nun die linearunabhängigen Integrale beider Differential- 
gleichungen in einer homogenen linearen Differentialgleichung, so ist in 
dieser der Differentialausdruck von höherer Ordnung als in jeder der beiden 
und durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, die den- 
selben zu dem Punkte gehörenden determinirenden Factor haben. 

Um nun die Systeme (3.) und (4.) darzustellen^ hat man in folgender 
Weise zu verfahren. Aus der canonischen Form von F« wird folgende 
Darstellung von F„ hergeleitet. Der canonische Bestandtheil von F^, bei 
welchem zuerst der Gruppenexponent r bei dem singulären Punkte auftritt, 
J?(y, x) wird unter der Form ß'(y, a?) = jfi, ß'Cyi, ^) dargestellt, wo JB' = 
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die Integrale der Hauptunterdififerentialgleichungen vereinigt enthält, in denen 
r bei diesem Punkte nicht vorkommt. Der canonische Bestandtheil von 
F^, bei welchem zuletzt r vorkommt, D(y,x) wird unter der Form 
D' (y, a?) = y 1 , D" (y^ , x) dargestellt , wo D' = die Integrale der Haupt- 
unterdififerentialgleichungen vereinigt enthält, in denen r vorkommt Das 
Sjrstem der canonischen Bestandtheile vor B sei A (y, x) , das zwischen B 
und D sei C(y, x\ das^nach D sei E{y, x). Dann wird R gleich A{y, a?) = yj, 
B'iy^.x)] S wird gleich B"(y,x) = yi, C(yi,a:) = y2, D\y2,x)] T wird 
gleich /?" (y, a?) = y 1 , JB(yi,a?). C kann sich auch auf y^, D' auf y2 re- 
duciren. Ist nun S bei dem singulären Punkte normal, so tritt es als 
jS" in (4.) auf, S' reducirt sich auf y. Ist S bei dem singulären Punkte 
nicht normal, so wird der erste canonische Bestandtheil des Differbntial- 
ausdruckes S aufgesucht. Sind unter den zu ihm gehörenden Haupt- 
unterdifferentialgleichungen solche, die den fixirten determinirenden Factor 
6"° bei dem singulären Punkte enthalten, und bei denen die in ihnen ent- 
haltenen regulären Differentialausdrttcke bei diesem Punkte Exponenten- 
gleichungen haben, deren Wurzeln, die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, in der Gesammtanzahl vorkommen, in der solche Wurzeln 
in der Exponentengleichung von e"*' F^ (e'^y, x) = vorhanden sind, so werden 
die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen in einer homogenen 
linearen Differentialgleichung vereinigt; deren Differentialausdruck wird an 
die Spitze einer Darstellung von S" gestellt, während S' sich auf y reducirt 
Wenn aber solche Hauptunterdifferentialgleichungen nicht vorhanden sind, 
so wird aus jeder Hauptunterdifferentialgleichung dieses canonischen Bestand- 
theiles von S, welche den Gruppenexponenten r bei dem singulären Punkt von 
F^ = enthält, die Differentialgleichung der höchsten Ordnung ^ 0, welche 
r bei diesem Punkte nicht enthält, und deren Integrale in jener Differential- 
gleichung enthalten sind, herausgezogen. Es kann dabei jedesmal nur eine 
Differentialgleichung von höchster Ordnung auftreten, weil zwei verschiedene 
auf eine solche Differentialgleichung von noch höherer Ordnung führen 
würden. Die Integrale der auf diese Weise erhaltenen Differentialgleichungen 
und die Integrale derjenigen Hauptunterdifferentialgleichungen desselben 
canonischen Bestandtheiles , welche r bei jenem singulären Punkte nicht 
enthalten, werden in einer homogenen linearen Differentialgleichung ver- 
einigt. Deren Differentialausdruck, der also durch ein System normaler 
Differentialausdrucke darstellbar ist, wird an die Spitze einer Darstellung 
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von jS durch ein System nonnaler Differentialansdrücke gestellt, der ttbrig 
bleibende Theil dieser Darstellung sei jS^*\ Nun wird mit S^'^ gerade so 
eerfähren, wie mit S verfahren worden ist. Es ist also zunächst zuzusehen, 
ob jS^*^ bei dem betreffenden Punkte normal ist. Ist dieses nicht der Fall, so 
wird der erste canonische Bestandtheil von S^^^ genommen. Dann ist zu sehen, 
ob die Hauptunterdifferentialgleichungen desselben mit dem bestimmten deter- 
minirenden Factor bei jenem Punkte Wurzeln, die sich von dem Gruppen- 
exponenten r nur um ganze Zahlen unterscheiden, in der erforderlichen 
Anzahl liefern. Ist dieses nicht der Fall, so werden wieder aus den Haupt- 
unterdifferentialgleichungen, die r enthalten, diejenigen Differentialgleichungen 
höchster Ordnung ^0, die r nicht enthalten, herausgenommen und die 
Integrale derselben mit den Integralen der Hauptunterdifferentialgleichun- 
gen dieses canonischen Bestandtheiles, die r nicht enthalten, in einer Diffe- 
rentialgleichung vereinigt; deren Differentialausdruck wird an die Spitze 
einer Darstellung von S^^^ gestellt, der übrig bleibende Theil sei S^\ Dann 
ist in derselben Weise in Bezug auf S^'^ zu verfahren. Dieses Verfahren 
wird fortgesetzt, bis man entweder auf einen Differentialausdruck stösst mit 
der ersten bei (4.) angegebenen Eigenschaft von S", oder bis man zu einem 
solchen Differentialausdruck kommt, dessen erster canonischer Bestandtheil 
Hauptunterdifferentialgleichungen hat, bei denen sich aus keiner eine Diffe- 
rentialgleichung, deren Integrale diese Hauptunterdifferentialgleichung er- 
füllen, herausnehmen lässt, die den Gruppenexponenten r bei dem singulären 
Punkte von F^==0 nicht enthält; dieser Differentialausdmck ist dann S" 
mit der anderen dort angegebenen Eigenschaft. 

Bei der Ausführung dieses Verfahrens ist der Satz zu berücksichtigen, 
dass zwei Darstellungen eines durch ein System normaler Differentialaus- 
drfloke darstellbaren Differentialausdruckes, die durch Systeme unzerlegbarer 
Differentialausdrücke gegeben werden, nur normale Bestandtheile enthalten 
können, und dass die Bestandtheile des einen Systemes mit denen des anderen 
sich so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden ähnlich sind. Und 
es ist der Satz zu beachten, wenn *^ und W^ Systeme unzerlegbarer nor- 
maler Differentialausdrücke sind und die Integrale von *^ = und ^^ = 
von einander linearunabhängig, dass, wenn diese Integrale in einer Diffe- 
rentialgleichung ^m(y9^) = yn y^niHf^) = vereinigt werden, y^^ durch ein 
System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt wird, welches 
ähnlich ist dem System ^^. (Vgl. No. 6.) Da man von S die Hauptunterdiffe- 
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rential gleichlingen bei dem ersten und letzten Bestandtheile B" und D\ so wie 
die Hauptunterdifferentialgleichungen der etwa zwischen liegenden canoni- 
schen Bestandtheile von F^ kennt, so kennt man daher von einem Systeme nor- 
maler Di£ferentialausdrttcke, welches jS darstellt, die determinirenden Factoren 
der einzelnen Bestandtheile und die Wurzeln der Exponentengleichungen ihrer 
regulären Differentialausdrttcke bis auf ganze Zahlen. Man kann demnach ge- 
mäss den vorhin angegebenen Sätzen unmittelbar erkennen, ob S bei dem be- 
trachteten singulären Punkte von F„ = normal ist, ebenso ob S^^^ oder S^^ etc. 
normal ist; der zugehörige determinirende Factor ist dann der fixirte. Und 
bei der Aufsuchung der Hauptunterdifferentialgleichungen des jedesmaligen 
ersten canonischen Bestandtheiles nach dem Verfahren von No. 8 III sind die 
fandamentalen determinirenden Factoren hier ebenfalls unmittelbar bekannt 
und die Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen bis auf ganze 
Zahlen. Bei der Ausführung im Einzelnen, wo das Verfahren No. 7 11 in 
Anwendung kommt, ist noch der Satz No. 6 II 6.) zu berücksichtigen. 

d.) Wenn untersucht werden soll, ob F^{yyx) bei einem singulären 
Punkte von F^ = sich auf die in No. 1 vor a.) bezeichnete Form bringen 
lässt, wofern dies sich nicht unmittelbar aus der canonischen Form gemäss 
b.) ergiebt, so sind die Differentialausdrücke der Hauptunterdifferentialglei- 
chungen durch Systeme unzerlegbarer Ausdrücke A darzustellen. Dann 
sind aus diesen Ausdrücken A die etwa bestehenden Systeme 2 zu bilden, 
welche die in No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft besitzen. Und nun 
ist gemäss den am Schlüsse von c.) angeführten Sätzen über die Aehnlich- 
keit nothwendig und hinreichend, dass F^ sich durch ein einem solchen 
Systeme S ähnliches ^ darstellen lässt. Es kann an jeder Stelle von 2' 
nur ein bestimmter Bestandtheil stehen, wenn je zwei A nicht ähnlich sind. 
Wenn aber unter den A ähnliche Ausdrücke vorkommen und -2" besteht, 
so kann man zunächst den normalen Ausdruck möglichst hoher Ordnung 
G{y^x) aufsuchen, der ein System für F^ unter der Form 6(y,a?)=yi, H{yi^x) 
beginnt, und welcher durch ein System gegeben wird, dessen Bestand- 
theile dem ersten Bestandtheil in JS" bezüglich 2 ähnliche Ausdrücke 
sind. Es kann nur einen Ausdruck G geben. Werden nun aus dem 
Systeme 2' gewisse mit den Bestandtheilen von G als ähnliche gepaarten 
Bestandtheile gestrichen, so muss das übrig bleibende System die in 
No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft behalten und ist nach No. 6 I a.) 
ähnlich einem Systeme fiir H. Dann ist mit je einem der aus ^ und be- 
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zUglich 2 ttbrig gebliebenen Systeme und dem Ausdruck H in derselben 
Weise zu verfahren. 

Soll untersucht werden , ob F^ = ein System Unterdifferentialglei- 
chungen hat, von denen jede bei einem singulären Punkte von F^ = sich, 
wie in No. 1 vor a.) angegeben ist, verhält, so sind aus den sämmtlichen 
A Systeme mit derselben Eigenschaft zu bilden. Dann ist zu sehen, ob es 
Systeme JS^, welche letzteren ähnlich sind, giebt, so dass die Integrale von 
-T' = F^ = erfüllen , und ob die Integrale der Differentialgleichungen 
JS* = unter einander linearunabhängig sind (Abh. Bd. 83 No. 2, No. 7 IV c.)). 

e.) Beispiele eon Ausdrücken F^ (y, x), die durch eine normale canonische 
Form mit mehr als einem canonischen Bestandtheile dargestellt werden, kann 
man nach folgenden Angaben bilden. Es ist in Abh. Bd. 83 No. 8 I gezeigt 
worden, wie man ein System ?P"^ von der Form *^ (y, a?) = y^ , Xr (Vi » ^) niit 
zwei canonischen Bestandtheilen 0^ und Xn die normale Ausdrücke sind, 
bilden kann. (Es war dort 0^ regulär angenommen, man kann aber statt Vr 
£iVr{£2r^y,x) nehmen, wo £2 ein beliebiger determinirender Factor ist.) 
Es werden nun mehrere solche Systeme ?P'^(r = 1, ...«) gebildet, und die 
determinirenden Factoren in den *^ und Xr (^ = 1? • • • «) alle von einander 
verschieden genommen. Die Integrale von ^^ = (r = 1, . . . «) sind linear- 
unabhängig (Abh. Bd. 83 No. 7 IV c.)). Die Integrale von *^ = (r= 1, ... n) 
werden vereinigt in F(,) = 0, die von S'^ = und F^i) = in F^,) (y, a?) = yi, 
tfß'r (yi , 0?) = und die Integrale von ip'r = (r = 1, . . . ») in F^^) = 0. Dann 
ist F(i) (y, aj) = y 1 , F(2) (y i , x) ein Ausdruck mit zwei canonischen Bestand- 
theilen. Die Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten Bestandtheiles sind 
*^ = (r = 1, . . . «). Eine Differentialgleichung X = mit unzerlegbarem 
Ausdrucke und einem determinirenden Factor aus einem ;c^ für r = s, deren 
Integrale F(i) = yi, F(2)(yi,a?) = erfüllen, kann nicht bestehen. Denn 
werden die Integrale von *, = und X= in -3f(y, a?) = y^, 9,(yi, x) = 
vereinigt, und F^ auf die Form X = y^ , cp^^y^^ f (ya ? ^) gebracht, so würde 
sich aus No. 6 I o.) ergeben, dass in tf', = die Integrale einer Differential- 
gleichung mit einem Ausdrucke, der X ähnlich ist, enthalten wären. Die 
Hauptunterdifferentialgleichungen des zweiten Bestandtheiles sind tpl = 0. 

IIL In der canonischen Form von F„ sei der nichtnormale canonische 
Bestandtheil vorhanden. Derselbe sei F^_^{s,x), wenn N die Ordnung des 
durch das System der normalen canonischen Bestandtheile dargestellten 
Differentialausdruckes bezeichnet. 
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a.) Von dem homogenen linearen Differentialansdracke F^^j^^s, x) werde 
der reciproke Dififerentialausdruck F^_y{s, x) genommen (s, Abh. Bd. 83 
No. 7 V). Nun werde F^^y{s,x) auf die canonische Form gebracht, die- 
selbe sei (pN'{s, 0?) =«1, Fv(«,, aj), wo y^, das System rf^^ Ordnung der nor- 
malen canonischen Bestandtheile, Fj^ der nichtnormale canonische Bestand- 
theil ist, dessen Ordnung M sei, so dass m = N+M+N\ Die zu qPj^/ und 
Fj, reciproken DiflFerentialausdrticke seien durch (p^ und F^ bezeichnet. Wird 
^y. durch ein System normaler Differentialausdrticke dargestellt, so erhält 
man aus diesem 9^, durch das reciproke System dargestellt, d. h. durch das 
System der reciproken Differentialausdrücke, diese in umgekehrter Reihen- 
folge genommen. Der reciproke Differentialausdruck eines normalen ist 
selbst ein normaler, in welchem der determinirende Factor den reciproken 
Werth des ursprünglichen hat und der reguläre Ausdruck der reciproke des 
regulären in dem ursprünglichen Differentialausdrucke ist (Abh. Bd. 83 No. 7 V). 
Femer wird der Differentialausdruck F^^y{s, x) durch das zu einem Systeme 
von Fm-N{s, x) reciproke System dargestellt, also durch 

(5.) F^ (s, x)=s\ (Pn, («', x). 

In diesem System kann sich F^ nicht auf s reduciren, wohl aber (py, auf «'. 
Fif lässt sich also nicht mehr durch ein System homogener linearer Diffe- 
rentialausdrücke mit rationalen Coefificienten , in dem der erste oder letzte 
Bestandtheil ein normaler Ausdruck ist, darstellen. 

Was die Reduction des Differentialausdruckes F^^yisyx) auf die 
canonische Form betrifft, die nach dem Verfahren No. 8 c.) geschieht, so 
ist zu bemerken, dass für den reciproken Ausdruck F«_^(«, x) bei den 
singulären Punkten von F^ = , insofern sie noch in F«_^ = singolär 
sind, die fundamentalen determinirenden Factoren e** und die Wurzeln der 
fundamentalen Exponentengleichungen von F^^y = bis auf ganze Zahlen 
gemäss No, 8 c.) bekannt sind. Der reciproke Ausdruck von e"*'F^«jy(6*'«,x) 
ißt aber e*'F«_j^(e~*'*, x), wie sich ergiebt, wenn man bei einem nichtsin- 
gulären Punkte von F^^y = ein System Integrale unter der Form No. 1 
(7.) entwickelt und hieraus ein System Integrale von e""" F^{e'^ Sy a?) = unter 
der Form No. 1 (9.) herleitet, alsdann aus diesen, indem die reciproken 
Werthe der fi in umgekehrter Reihenfolge genommen werden, die Integrale 
der reciproken Differentialgleichung bildet (vgl. Abh. Bd. 83 No. 7 V (18.) 
(19.)). Der charakteristische Index in einer homogenen linearen Differential- 
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gleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 /m(y, ^) = stimmt bei jedem Punkte mit dem in der, 
reciproken Differentialgleichung ttberein. Die Wurzeln der Exponenten- 
gleichung der einen Differentialgleichung unterscheiden sich von den mit 
entgegengesetzten Vorzeichen genommenen Wurzeln der Exponentengleichung 
der anderen Differentialgleichung bei jedem Punkte um eine ganze Zahl 
(Abh. Bd. 76 No. 3 (10.), Abh. Bd. 83 No. 7 V p. 137). — Es möge be- 
merkt werden, dass man, um diesen Satz nachzuweisen, auch folgendes Ver- 
fahren anwenden kann. Ist in f^ (y, x) = bei x = a der charakteristische 
Index gleich ä>0, so ist zu zeigen, dass das Gleichungspolynom in 
der Exponentengleichung von_/'^ = bei x^a, V^((>), aus dem der Ex- 
ponentengleichung von f^ = 0, x(^), durch die Gleichung tp{Q) = (— l)*"*x(^) 
hervorgeht, wenn r=— p + G— 1 gesetzt wird, wo G = 7if,+m--h, n^ 

die Ordnung ist, in der der Coefificient von . ^_^ in /« unendlich wird. Die 

Uebereinstimmung zwischen diesen beiden Gleichungspolynomen ergiebt sich 
durch das Verfahren (welches auch in anderen ähnlichen Fällen, Abh. 
Bd. 74 No. 6 (5.), Bd. 76 p. 284, 285 anwendbar ist), dass man in beiden 
Polynomen die Constanten, die aus den Coefficienten der Differentialgleichung 
/■^ = hervorgehen , durch die symmetrischen Verbindungen der Wurzeln 
der Exponentengleichung von /"„, = ausgedrückt ansieht, alsdann die Ueber- 
einstimmung der Polynome zunächst für Werthe dieser Wurzeln, von denen 
je zwei sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, mittels passend ge- 
wählter Integrale von /«, = 0, die zu diesen Wurzeln als Exponenten ge- 
hören, nachweist; aus der Stetigkeit folgt dann die Uebereinstimmung flir 
beliebige Werthe der Wurzeln. Man setze, um f^ diesem Zwecke gemäss 
zu bilden, in einen Differentialausdruck h^^ Ordnung mit dem charakteristi- 
schen Index A und der Ordnungszahl n^, in welcher der Coefficient von y unend- 

lieh wird, F^Cy, a:), flirym — A beliebige Functionen (ip — a) *^Ca(a: — a)*, c^ 

von Null verschieden, in denen je zwei r^ sich nicht um eine ganze Zahl 
unterscheiden. Man erhält dadurch m—h Functionen «i bis s„^h von der 

Form (aj— a)'^^"'''*J;Äfl(aj — a)", worin Äy von Null verschieden, die die Diffe- 
rentialgleichung /«.Ä = erflillen. Dann hat die Exponentengleichung von 
Phiy, a?) = s, f^-h{8, x) = f^{y, a:) = die Wurzeln r^ bis r^^j,. Bildet man 
nun h beliebige Integrale von F;^ = unter der Form ^i , fx^ffiT^ fJh dx, etc. 
und aus den Grössen Si bis «««^ in beliebiger Reihenfolge genommen m — h 

25* 
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Integrale von f^^j, = unter der Form No. 1 (7.), alsdann aus den Integralen 
von Fä=0 und /«-.a = die Integrale von ^» = unter der Form No. 1 (IL), 
so leitet man aus diesen Ausdrücken w—A Werthe des Integrales ^u^^ von 

30 

/« = her von der Form (a?— a)^^gr^(aj— o)*, wo ^o von Null verschieden, 

() = 7iA+m— Ä— Ta — 1, aus welchen die Uehereinstimmung der oben ge- 
nannten Gleichungspolynome für r^ bis r««A hervorgeht. — Aus dem oben 
Gesagten folgt nun, dass auch für den Differentialausdruck F«_^ bei jedem 

singulären Punkte von F« = 0, insofern er noch in F„_,v= singulär ist, die 
fundamentalen determinirenden Factoren und die Wurzeln der fundamentalen 
Exponentengleichungen von F^^^^O bis auf ganze Zahlen bekannt sind. Bei 

allen anderen singulären Punkten von F^«,v=0 ist der charakteristische Index 
gleich Null und die Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen sind 
ganzzahlig. Nachdem F„_,v anf die canonische Form cp^, («, ar) = «i, F^^Sy x) 

gebracht ist, erhält man durch das reciproke System von (pjj, das System 

für y,v . Dieser Differentialausdruck ist also durch ein System normaler Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar, von denen man die determinirenden Factoren 
und die Wurzeln der Exponentengleichungen bei den singulären Pq^nkten 
bis auf ganze Zahlen kennt. 

b.) Fmiy^x) hat nun die Darstellung 

(6.) *.V (y, ^) = S, Fyt («, X) = S\ (fy, («', X), 

WO 0,v das System der normalen canonischen Bestandtheile in der canoni- 
schen Form von F„ ist. Wenn man von dem reciproken Differentialausdrucke 
F«(y, x) von F^, der durch das zu dem Systeme (6.) reciproke System dar- 
gestellt wird, die canonische Form aufstellt, so braucht in dieser das System 
der normalen canonischen Bestandtheile nicht mit dem reciproken Ausdrucke 
von (p,y. zusammenzufallen. Dieses ersieht man aus dem Falle, wenn F« 
dadurch entstanden ist, dass die Integrale von *,v = und V^^^r = in 
einer Differentialgleichung vereinigt sind, wo *,v ein System normaler 
Differentialausdrücke ist, ^'„.v ein homogener linearer Differentialausdruck 
mit rationalen Coefficienten, der nicht durch ein System homogener linearer 
Differentialausdrücke mit rationalen Coefficienten, in dem ein normaler Diffe- 
rentialausdruck an der Spitze steht, darstellbar ist. Ein solcher Ausdruck 
wird z. B. dadurch gegeben, dass bei einem singulären Punkte von V^^^ = 0, 
bei welchem der charakteristische Index gleich m — N ist, kein Exponent 
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zur Bildung einer Hanptpotenz (No. 7 III b.) sich vorfindet. Alsdann wird 
F^ dargestellt durch 

(7.) *iv(y,a:) = s, F«.^(«,a?), 

wo nach No. 6 11 a.) der homogene lineare Dififerentialausdruck mit ra- 
tionalen Coefficienten F,^y nicht durch ein System solcher Differentialaus- 
drUcke, an dessen Spitze ein normaler Differentialausdruck steht, darstellbar 
ist Demnach ist <P^ das System der normalen canonischen Bestandtheile 
in F^, und F,^^ hat die Darstellung (5.). Andererseits hat F^ die Dar- 
stellung 

(8.) v^^Ay^x) = «V Xn{s\x\ 

wo nach No. 6 II a.) Xn durch ein System normaler DifferentialausdrUcke 
dargestellt wird, welches ähnlich ist einem Systeme für <Py. Die reciproken 
Ausdrücke von *jv, V^_y und Xn seien durch *^, ^m-jv, Xn bezeichnet, 
so hat F^{y,x) die Darstellungen 

(9.) Vyiy^ ^) = Vi, P^iy^x) = y2, *^(y2, x), 

(10.) XN(y,xy= yi, v^.Ayiix). 

if ist ^2, N' = m—N^M. Wird nun iV^w — iV— 1 genommen, so ist 
iV>>JV', und es ergiebt sich aus (9.) und (10.), dass ^,v' nicht das System 

der normalen canonischen Bestandtheile in der canonischen Form von 
Pmiy^x) ist Wenn eine Differentialgleichung ein System von Hauptunter- 
differentialgleichungen hat, so hat die reciproke auch ein System von Haupt- 
unterdifferentialgleichungen. Wenn aber ein Differentialausdruck eine nor- 
male canonische Form mit mehreren canonischen Bestandtheilen hat, so 
braucht der zu dem letzten dieser Bestandtheile reciproke Differentialausdruck 
nicht der erste canonische Bestandtheil in der canonischen Form des zu 
dem ursprünglichen Differentialausdrucke reciproken zu sein. Dieses ersieht 
man aus dem Beispiele, wenn man ein System G von zwei normalen Diffe- 
rentialausdrttcken mit verschiedenen determinirenden Factoren A und A 
nimmt, so dass in der Differentialgleichung G = nicht die Integrale einer 
solchen Differentialgleichung enthalten sind, in welcher ein normaler Diffe- 
rentialausdruck mit dem determinirenden Factor 12, gleich Null gesetzt ist 
(s. Abh. Bd. 83 No. 8 I p. 145), und wenn man die Integrale von G = 
mit den Integralen anderer Differentialgleichungen H^i^ = bis j&(,) = 0, in 
denen normale DifferentialausdrUcke mit von den vorigen und unter einander 
verschiedenen determinirenden Factoren gleich Null gesetzt sind, in einer 
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Differentialgleichung F^^O vereinigt. Diese Diflferentialgleichnng enthält 
dann auch nicht die Integrale einer solchen, in welcher ein normaler Diflfe- 
rentialausdruck mit dem determinirenden Factor £1^ gleich Null gesetzt ist. 
Denn sonst mttssten die Integrale derselben auch die Differentialgleichung 
6=^0 erfüllen, weil anderenfalls, wenn man die linearunabhängigen Inte- 
grale beider Differentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigte, 
die Integrale dieser und die von Ä^i) = bis Ä^,) = unter einander linear- 
unabhängig wären (Abh. Bd. 83 "No. 7 IV c.)) und mehr als m linearunab- 
hängige Integrale von F^ = bilden würden. Demnach ist der zweite 
canonische Bestandtheil von F^ ein normaler Differentialausdruck mit dem 
determinirenden Factor ß^, während der reciproke Differentialausdruck von F^ 
F^ zum ersten canonischen Bestandtheil einen solchen hat, zu dem mehrere 

Hauptunterdifferentialgleichungen gehören. 

c.) Nachdem nun der nichtnormale canonische Bestandtheil von F« 
Fn^jiißy x) die Darstellung (5.) erhalten hat, ist von dem Differential- 
ausdrucke (pij, {s'y x) in (5.) die canonische Form nach dem Verfahren von 
No. 8 I c.) herzustellen, dieselbe ist also eine normale. Die Integrale der 
Differentialgleicl^ung if>^, = 6ei etnem singulären Punkte eon F^ = toerden 
nach I. oder EL. hergeleitet. Wenn bei einem solchen Punkte x^a F^is, x) 
in (5.) normal ist, so werden die Integrale von F^=^0 bei demselben Punkte 
durch das mehrfache Integral No. 1 (9.) dargestellt. Werden die Integrale 
von *j^ = und (pjf. = bei diesem Punkte durch die mehrfachen Integrale 
No. 1 (11.) gebildet, imd bildet man aus den mehrfachen Integralen für 
*jv = 0, Fjf = und (pjf, = gemäss dem Systeme (6.) ein Integral wie No. 1 
(11.), so stellt diese Integralformel die m linearunabhängigen Integrale von 
F^ = bei diesem Punkte dar ; dieselben haben Entwickelungen der Form 
No. 1 (21.). Entsprechend bei a? = oo vermittelst der Substitution x = <~^ 
Kommt nun ein Integral von F^ = in Betracht der Art, dass der Gruppen- 
exponent in dessen Entwickelung sich nicht in den Entwickelungen der 
Integrale von F^^^O und (ps^^^ vorfindet, so muss dieses Integral sich 
durch die Integrale von ^^=^0 mit demselben Gruppenexponenten aus- 
drücken lassen, die Behandlung desselben kommt demnach auf die Betrach- 
tung dieser in dem Früheren untersuchten Differentialgleichung zurück. 

Greifswald, den 27. Juli 1880. 
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Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 
verschiedener Differentialgleichungen und deren 

Differentialquotienten. 

(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 



Ich habe vor kurzem in diesem Jonmal einen Satz aufgestellt, nach 
welchem — um hier nur den einfachsten Fall zweier Diflferentialgleichungen 
zu erwähnen — eine algebraische Beziehung zwischen einem particulären 
Integrale einer beliebigen Differentialgleichung und einem particulären 
Integrale einer anderen, aber irreductibeln Differentialgleichung unverändert 
bleibt, wenn man in dieselbe ein beliebiges anderes particuläres Integral 
der irreductibeln Differentialgleichung und ein dazugehöriges anderes der 
ersteren Differentialgleichung substituirt — und von diesem Satze bereits An- 
wendungen auf die Aufstellung des AbelBchen Theorems für Integrale von 
Differentialgleichungen, auf die Untersuchung der Irreductibilität von Diffe- 
rentialgleichungen und auf die Feststellung der Form der algebraisch- 
logarithmischen Integrale linearer Differentialgleichungen gemacht. Bei 
einer Untersuchung, welche die algebraische Ausdrückbarkeit des allge- 
meinen Integrales einer Differentialgleichung durch particuläre Integrale 
derselben betrifft, brauchte ich eine Verallgemeinerung des oben ausge- 
sprochenen Satzes, welche sich auf die Erhaltung der Form einer alge- 
braischen Relation bezieht, die zwischen particulären Integralen ver- 
schiedener Differentialgleichungen und deren Differentialquotienten statthat, 
und auf die Erweiterung des früher bewiesenen Satzes nach dieser Richtung 
hin und einige Anwendungen will ich im Folgenden näher eingehen. 

Sei die eine der Differentialgleichungen 

(1.) K-. ». -S-. •••-£) = 0. 

und eine andere irreduetible Differentialgleichung in dem von mir im neun- 
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zigsten Bande dieses Journals angegebenen Sinne 

und bestehe zwischen einem particulären Integrale äi der ersten, yi der 
zweiten und den Di£ferentialquotienten dieses letzteren eine algebraische 
Beziehung, welche wir in die Form setzen wollen 

(3.) Ä, = (p(x, yi, -^, -^, ...)^ 

so folgt durch Substitution von (3.) und den daraus hergeleiteten Bezie- 
hungen 

i = <iPi(aJ, yi, -^, •..> -^ = 9.(05, »i/-^, .-.)' ••• 

(4.) ( d«a / ' dy \ 

in die Gleichung (1.) die Differentialgleichung in ^i: 

f\x, (p(x, yi, -^, ...), <jpi(aj, yi, -^, . . .), ... 

Da nun die Gleichung (2.) als eine irreductible vorausgesetzt wurde, 
und diese mit (5.) eine Lösung yi gemein hat, so muss dieselbe nach einem 
von mir a. a. 0. bewiesenen Satze alle Integrale mit derselben gemein 
haben, d. h. es muss die Gleichung (5.) wiederum erfüllt sein, wenn statt 
yi irgend ein anderes particuläres Integral ^2 der Differentialgleichung (2.) 
gesetzt wird. Sei nun «2 der durch die Beziehung 

(6.) ^2 = (p{x, ^2, -^, 4l^, ...) 

definirte Ausdruck, so werden auch die Gleichungen (4) bestehen, wenn 
yi und J5i zugleich durch ys und ^2 ersetzt werden und somit die Gleichung 

^-(^^ y^, ^, ...)) = 

m 

(8.) P(x,.,.,i, ...^)=0 , 

übergehen, d. h. es ist die durch die Gleichung (6.) bestimmte Function 



Königiberger, algebr. Beziehung, t. Integr, eenchiedener Diff.^^leichungen. 201 

ein Integral der Differentialgleichung (1.), oder anders ausgedrückt: es 
bleibt die Form der algebraischen Beziehung zwischen einem particulären 
Integrale der Differentialgleichung (1.) und einem particulären Integrale 
der irreductiblen Differentialgleichung (2.) und dessen Ableitungen erhalten, 
wenn man fttr das letztere Integral ein beliebiges anderes particuläres Inte- 
gral von (2.) 9 für das erstere ein zugehöriges bestimmtes anderes particu- 
läres Integral der Gleichung (1.) substituirt 

So wird z. B. das particuläre Integral Ä| = e^'+e* der Differential- 
gleichung 

mit dem particulären Integrale ^i = e* der irreductibeln Differentialgleichung 

dy 

in der algebraischen Beziehung stehen 

und man sieht sogleich, dass, wenn man für j^i irgend ein anderes parti- 
culäres Integral y2==me' jener Differentialgleichung setzt, man nur für ;5i 
das particuläre Integral ä2 = «»^ e^' + we* zu setzen braucht, damit wieder die 
Beziehung statthat 

Gehen wir nun zu dem allgemeineren Falle ttber, in welchem das 
Integral Si der Differentialgleichung (1.) und dessen Ableitungen mit dem 
Integrale t/i der irreductibeln Differentialgleichung (2.) und dessen Ablei- 
tungen in der algebraischen Beziehung 

(9.) (p{x, Ä„ ^, . . . 0-, y„ ^, . . .) = 

stehen, und werfen wir auch hier die Frage auf, wie es mit der Erhaltung 
der algebraischen Beziehung (9.) steht, wenn andere particuläre Integrale 
dieser Differentialgleichungen gewählt werden. Differentürt man die Glei- 
chung (1.) für z = Zi ^-mal, die Gleichung (9.) m-mal, so erhält man 
m+/i+2 Gleichungen, aus denen man die m+fi+1 Grössen 

eliminiren kann, und es wird das Eliminationsresultat eine Differentialglei- 
chung in jfi sein: 
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welche bekanntlich wieder durch alle Integrale der Gleichung (2.) wird 
befriedigt werden müssen. Nehmen wir zuerst an, dass sich die Unbe- 
kannten {A) dieses algebraischen Eliminationsproblems als festbestimmte 
algebraische Functionen der im Eliminationsresultat vorkommenden Grössen 

^' V' dx' dx' ' ' ' ' 
ergeben, so dass 

(11-) { 

ist, so werden die Gleichungen (1.) und (9.) in die algebraischen Differen- 
tialgleichungen in ^1 

(12.) f[x, (o(x, yi, -^, ...), ... ^^{x, y,, -^, ...)j = 
und 
(13.) yjoJ, ci>(aj, yi,-^,...), ... %(a?, yi, -^, ...), yi, -^, ...| =0 

übergehen und somit auch bestehen, wenn ys statt yi gesetzt wird. Setzt 
man nun 

(14.) a}{x, y2, -^, ...) = Ä,, 
so wird nothwendig auch 

(15.) «>i(^, y2, -^, ...) = -^^ «'^(^^ y^» 4"' --O^-^' ••• 

sein müssen, da nach (11.) 

als Differentialgleichung in yi auch durch y^ erfüllt werden muss, und 
dasselbe gilt fUr die höheren Differentialquotienten. Daher werden sich 
die Gleichungen (12.) und (13.) in die Form bringen lassen 

(16.) F(a,, .„^, ...^) = 
nnd 

(17.) <p(x, a„ -^, . . . -^, y,, -^, . . .) = 0, 
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und wir finden also auch hier, dass, wenn man für yi ein beliebiges an- 
deres particnläres Integral in die zwischen den Integralen und ihren Ab- 
leitungen bestehende Beziehung (9.) setzt, diese Beziehung erhalten bleibt, 
wenn man nur für «i ein anderes bestimmtes particnläres Integral der Diffe- 
rentialgleichung (1.) substituirt. 

Aber es ist nicht nöthig, dass alle jene zur Elimination der Grössen 
{A) verwandten Differentialgleichungen von einander unabhängig sind, so 
dass sich «i als algebraische Function von t/i und dessen Ableitungen 
ergiebt, sondern es kann der algebraische Eliminationsprocess wieder nur 
auf Gleichungen zwischen Zi und ^i und den Ableitungen dieser beiden 
Functionen fahren. Sei z. B. die Differentialgleichung 

gegeben mit dem particulären Integral 

(19.) »I = e-^ye^'+^rfa?, 

so wird dieses mit dem particulären Integrale yi = e* der irreductibeln Diffe- 
rentialgleichung 

(20.) t = >' 
wie unmittelbar zu sehen, in der Beziehung stehen 

(21.) -^ + 2xz, = y,. 

Differentiirt man nun die Gleichung (18.) einmal, so folgt für « = «> 

(22.) -^+^(2a.-l)-2-^(x-2)-2«. = 0, 

und differentiirt man (21.) zweimal, so ergiebt sich 



und 



(33.) 4^ + 2.^ + 2,. = A 



(24) ^ + 2.^+4^=^; 



eliminirt man nun aus (22.) und (24.) die Grösse . ,' , so folgt 



^lh-4.9cr ***' 4-2« - -^ 



und stellt man (25.) mit (23.) zusammen, so folgt 

26 
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dx' " dx ^ 

oder stellt man dieselbe mit (18.) zusammen, so ergiebt sich 






welche mit (21.) verbunden, wiederum nur eine Gleichung in t/i 

liefert, ohne «i und dessen Ableitungen als algebraische Functionen von yi 
und den Ableitungen auszudrücken. In der That kann «i, welches durch 
(19.) definirt ist, nicht als algebraische Function von e* = yi dargestellt 
werden. 

Um daher die Richtigkeit jenes allgemeinen Satzes, den wir in dieser 
Arbeit feststellen wollen, zu erweisen, mttssen wir den Eliminationsprocess 
selbst genauer verfolgen. Werde die Differentialgleichung (1.) in der Form 
dargestellt 

und sei 

/OH X rf""*-?a, f dz, d"»+e-ia, dy, \ 

die algebraische Beziehung zwischen «i, yi und deren Ableitungen, worin 
Q eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null bedeuten kann. 
Ist p Null oder positiv ganz, so ersetze man in der Gleichung (27.) ver- 
möge der Gleichung (26.) und deren Differentialquotienten alle Ableitungen 
von einer höheren Ordnung als der (m— 1)*®° durch die niedrigeren, so dass 
die Gleichung (27.) in 

ttbergeht; würde hierbei «] mit seinen m— 1 ersten Ableitungen herausfallen, 
so würde dies bedeuten, dass, weil das Resultat der Elimination wieder ftir 
jedes particuläre Integral der Differentialgleichung (2.) bestehen muss, jedes 
particuläre Integral von (2.) mit jedem particulären Integrale von (1.) ver- 
bunden der Beziehung (27.) genügen muss. Ist aber q negativ ganz, so 
werden wir statt (27.) schreiben können 
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SO dass die beiden Fälle zu gleicher Zeit behandelt werden können, indem 
man fttr den ersten Fall nur a = 1 zu setzen hat. Differentürt man die 
Gleichung (29.) a-mal hinter einander, so folgt 

d^-^\ ^^(^ ^ dz, d^--^% dy, \ 

(30.) ( daj-— +^ "" ^2\^y »1? da: ' • • • (te— «+» ' ^'' "dF' * ' V' 

(te~ - Va\^x, »n da: ' • • • dar--' ' y^' du ' ' ' V' 

und daher nach (26.): 

\^a\^f »n da:' ••• da:«-i ' ^^^ da?' "v 
(31.) ^ ^ i 

( ^V^^ *^' da?' ••• da:-*-W- 

Setzt man in die Gleichung (31.) die aus den Gleichungen (29.) und 
(30.) entnommenen Werthe der Differentialquotienten 

"dx^*-«"' *»«-«+* ' da.m-o+2 ? • • • da:m-i 7 

so wird dieselbe übergehen in 

^^^'^ dcxf^-ß " \^' *^' "d^' ••• da?-- /»-i ' J'*' "1^' ''V' 

worin /J^a— 1, und bildet man wieder durch successive Differentiation 

^"-^"^'g« _ m(^ ^ dz^ d-^-ßz, dy, \ 

da.m-/?+i — ^1^^» *i7 ete» ••• dajm-/j ? »n "j^? • • -y? 

(33.) 

rf*^"^! ^ u/ r^ . *L ^""""'^1 ., dy, \ 

so folgt aus der letzten dieser Gleichungen und (29.) 

m ( dz^ d-^-^g^ dy^ \ 

— ^v^o?, «1, da: ' • • • djr-«-i ' y^' da: ' • • V' 

setzt man in diese Gleichung die aus (32.) und (33.) entnommenen Werthe 
der Differentialquotienten, so erhält man 

rqft \ ^"^^' - x(a^ « ^*« d^-y-H, dy, \ 
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worin y^ß — ^ ist. Bildet man durch Differentiation ans dieser Gleichung 
wiederum die folgenden 

(36.) 

80 ergiebt sich 

^y-/»V*» *»» dx ' • " dx-^ß-^ ' »" dx ' • • V 



(37.) 






und setzt man die Werthe der Differentialquotienten aus den Gleichungen 
(35.) und (36.) in diese Gleichung ein, so mögen Zi und dessen Ablei- 
tungen sämmtlich herausfallen, und sich das Eliminationsresultat ergeben 

(38.) A(ar, y„ -^, ...) = 0, 

dann wird der so vollzogene Eliminationsprocess offenbar den allgemeinsten 
Fall darstellen. Verfahren wir z. B. so in dem oben behandelten Beispiel, 
so folgt aus (21.) durch Differentiation (23.) und aus (18.) und (23.) durch 

Elimination von -^r- die Gleichung 



dx' 



— -—-i-^xZi = 



dx • •*•""' dx ' 

und durch Gleichsetzen des Werthes von -^ mit dem durch (21.) be- 
stimmten 

Sei nun y^ irgend ein anderes particuläres Integral der irreductibeln 
Differentialgleichung (2.), und sei «j ein particuläres Integral der Diffe- 
rentialgleichung (35.), wenn in dieser j^ durch yi ersetzt ist, so werden 
auch die Beziehungen (36.) für ^2 und «2 bestehen, und es wird daher die 
Gleichung (37.) befriedigt werden, wenn man y2 und «2 statt j^i und «1 sub- 
stituirt, da die durch die transformirten Gleichungen (35.) und (36.) defi- 
nirten Differentialquotienten in (37.) eingesetzt 
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liefern, welches identisch Null sein mnss. Es folgt daher aus der letzten 
der Gleichungen (36.) und der Gleichung (37.), dass 

oder dass die Gleichung (32.) noch bestehen bleibt, wenn y^ und z^ durch 
y2 und «2 ersetzt werden. Da nun (32.) und die daraus hergeleiteten 
Gleichungen (33.) bestehen, so wird auch (34.) gültig bleiben, weil die 
Substitution dieser Diflferentialquotienten in (34.) die transformirte Gleichung 
(35.) identisch befriedigt, und wir finden daher wieder, dass auch die Glei- 
chung (29.) für ^2 und ä2 besteht; endlich folgt aus (29.) und (30.) ver- 
möge der Gültigkeit von (32.), dass z^ ein particuläres Integral der ge- 
gebenen Differentialgleichung (26.) ist, und da die Gleichung (29.) die 
zwischen den Integralen und deren Ableitungen bestehende algebraische 
Beziehung ausdrückte, so folgt die allgemeine Gültigkeit des nachstehenden 
Satzes : 

Findet zwischen einem particulären Integrale einer beliebigen Diffe- 
rentialgleichung und einer Reihe eon Ableitungen desselben und einem parti- 
culären Integrale einer irreductibeln Differentialgleichung und einer Anzahl 
eon Ableitungen dieses eine algebraische Beziehung statt, so bleibt diese be- 
stehen, wenn für das Integral der irreductibeln Differentialgleichung ein be- 
liebiges anderes particuläres Integral gesetzt wird, vorausgesetzt dass für das 
Integral der anderen Differentialgleichung ein bestimmtes anderes substituirt wird. 

So wird in dem obigen Beispiel irgend ein anderes particuläres 
Integral der Gleichung (20.) durch ^2 = ^^* ausgedrückt sein, worin l eine 
Constante bedeutet, und man sieht, dass dann 



«2 = le-^'"/e''^'dx 



mit ^2 in derselben Beziehung (21.) stehen wird. 

Wir wollen eine Anwendung des oben bewiesenen Satzes auf die 
Form der Beziehungen machen, welche zwischen den particulären Inte- 
gralen einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
den Differentialquotienten derselben bestehen können, schicken jedoch eine 
kurze Untersuchung der Frage voraus, ob es überhaupt irreductible lineare 
homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung giebt, und wie diese 
beschaffen sind. 
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Sei 

die zu behandelnde Differentialgleichung zweiter Ordnung, so folgt unmittel- 
bar, dass, wenn dieselbe irreductibel sein soll und die beiden Fundamental- 
integrale mit yi und ^2 bezeichnet werden, zwischen eben diesen eine 
algebraische Beziehung nicht stattfinden kann; denn sei 

so folgt aus 

rfyt ^ df{x,y,) df(x, y J dy, 
dx dx dy^ dx ^ 

Ä _ d'f(x,y,) c d^a^^Vr) dy, d'f(x,y,) ( dy,\' df(x,y,) d\ 
dx^ "■ dx^ ^^ dxdy, dx '^ dy] \dxJ'^ dy, dx* ^ 

dass vermöge der Gleichung (39.) 

und somit ^i einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
nügen würde, wenn nicht 

^Y(^;yJ ^ g7(^>y.) ^0 

öyj öa?öy, ' 

d. h. wenn nicht '^^'^^^ eine von a: und yi unabhängige Constante ist; es 

würde somit f{x,yi) = Kyi + L sein, worin K eine Constante, L eine alge- 
braische Function von x ist, und daher L ebenfalls ein Integral der vorge- 
legten Differentialgleichung sein, was, da L eine algebraische Function von 
X und die Differentialgleichung irreductibel sein sollte, nicht angeht. 

Nehmen wir nun an, die Gleichung (390 sei nicht irreductibel, wo- 
bei jedoch der Fall, dass die beiden particulären Fundamentalintegrale 
in algebraischer Beziehung zu einander stehen, ausgeschlossen werden soll, 
und genttge eines ihrer Integrale Yi, welches nicht algebraisch sein soll, 
einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

(41.) f(x, », -I") = oder -g- = <pix, y). 
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Stellt man die Gleichung (410 ^^ait dem nach x genommenen Diflfe- 
rentialquotienten derselben 

i£y_ _ dcp(x, y) d(p(x, y) 

dx' " dx ^ dy ^^^' y^ 

zusammen, so folgt, da Yi ein den Gleichungen (39.) und (41.) gemein- 
sames Integral sein sollte, 

(42.) ÄIiI + .%^^y(^, Y,) + P<pix, Y,)+QY, = 0. 

Da nun Y^ nicht eine algebraische Function von x sein sollte, so 
wird die Gleichung (42.) eine in Yi identische sein müssen, oder anders 
ausgedrückt, wenn man mit Y2 irgend ein anderes particuläres Integral der 
Gleichung (41.) bezeichnet, so wird dieses auch der Differentialgleichung 
genügen 

^+p-^+^y, = 0, 

d. h. alle Integrale von (41.) sind auch Integrale der Differentialgleichung (39.). 
Seien nun yi und yj zwei particuläre Fundamentalintegrale von (39.), 
so wird das allgemeine Integral von (41.), da es auch (39.) genügen muss, 
nothwendig die Form haben 

(43.) y = My,+ Ny,, 

worin M und N Functionen der Integrationsconstanten c sind. Sei nun 

(44.) yi = ^iyi + iV,y2 und Y, = M2yi + N2y2, 

so wird allgemein 

(45.) Y = RY, + SY2 

sein, worin R und S Functionen von c sind, vorausgesetzt, dass nicht 

M,N2-M2N^ = 

ist; aber diese Voraussetzung darf unbeschadet der Allgemeinheit der Unter- 
suchung gemacht werden, da, wenn im entgegengesetzten Falle dies stets 
stattfindet, Y2 = xYi für jedes x und daraus die Form der Differential- 
gleichung (41.) 

(46.) -^ = y^^{x) 

folgen würde, worauf wir gleich nachher zurückkommen. 

Aus (45.) würde nun vermöge der Gleichung (40.) sich ergeben: 

(47.) (fix, RY, + SY2) = R(p{x, Y,) + S(p{x, 7,); 
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nun darf aber Y, nicht eine algebraische Function von Yi sein, da sonst 

(48.) M,yi + N2y2 = V^iM^y^-^N^y,) 

eine in yi und yj identische Grleichung sein müsste — der Fall, dass yj al- 
gebraisch durch yi ausdrückbar ist, war bereits oben ausgeschlossen — 
und die Differentiation der Gleichung (48.) nach y^ und ^2 

Mirp' = M2j NiXfj' = N2 oder JtfiiVj— JifjiVi = und v^' = const 
ergiebt, was wiederum gegen die oben gemachte Annahme verstösst Die 
somit in Yi und Y2 sowie in der Integrationsconstanten c identische Glei- 
chung (47.) liefert nun durch successive Differentiation nach Yj und Y2 

d(RY,+sY,) " dY, "" ar, 

und daher 

(49.) <p{x, Y,) = rf;{x).Y, + x{x\ 

wenn yj{x) und xi^) algebraische Functionen von x bedeuten, worin, da 
mit Hülfe der Gleichung (47.) 

X{x) = {R + S)x{x) 

folgt, entweder x{x)==0 oder ß+S=l ist. Jedenfalls muss also die 
Differentialgleichung (41.) die Gestalt haben 

(50.) -^ = rp{x).y+x{x), 

worin also auch die Form der Gleichung (46.) inbegriffen ist. ht somit 
eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ^ deren Funda- 
mentalintegrale nicht in algebraischer Beziehung zu einander stehen, nicht irre" 
ductibel, so muss das Integral, welches sie mit einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung gemein hat, einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung angehören, und zwar werden alle Integrale der letzteren auch Integrale 
der gegebenen Diff'erentialgleichung zweiter Ordnung sein. 

Daraus können wir nun aber schliessen, dass alle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, deren Integrale nicht in der Form der Integrale 
der Gleichung (50.), d. h. in der Form 

ce>''^^ + ef^^'^'^ye^M'^'' X (x) dx 

enthalten sind, irreductibel sein werden; so wird die Differentialgleichung^ 

zweiter Ordnung für die Perioden der elliptischen Integrale erster Gattung 

« d*Si . dSi ^ ^ 
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eine irreductible, weil 



^•^ ^-^n^^E:=rp{x)n+x{^) 



dx x} x[ 

sein mUsste, und E nicht durch S2 linear mit in x algebraischen Coefficienten 
ausdrUckbar ist. 

Nachdem die Existenz von irreductibeln Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung und die Beschaffenheit derselben festgestellt worden, werfen wir 
die Frage auf, von welcher Form die zwischen zwei particulären Funda- 
mentalintegralen und deren ersten Differentialquotienten etwa bestehenden 
algebraischen Beziehungen sein müssen, wenn die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung als irreductibel vorausgesetzt wird. 

Es mögen zuerst die Relationen untersucht werden, in die nur ausser 
den beiden particulären Integralen und der unabhängigen Variabein die erste 
Ableitung des einen dieser Integrale eintritt, also Beziehungen von der Form 

(51.) yj = fix, yi, y[). 

Nach dem oben bewiesenen Satze von der Erhaltung der algebraischen 

Beziehung wird die Gleichung (51.) bestehen bleiben, wenn wir /iit/i statt 

t/i setzen, vorausgesetzt dass ^1^1+^292 statt ^2 substituirt wird, worin m^ 

und nh von der willkürlichen Constanten ^i abhängige Constanten bedeuten ; 

es ist somit auch 

(52.) m^y^ + m^y^ = f{x, fi^y^^ fiiy[) 
oder 

(53.) m,y,+m2f{x, yi, y'i) = f{x, fi^y^^ fiiyW 

welche Gleichung wegen der Irreductibilität der vorgelegten Differential- 
gleichung zweiter Ordnung eine in y^ und y\ identische sein muss. Diffe- 
rentiirt man dieselbe nach yi und y^, so folgt 

und differentiirt man nach /^i, so ergiebt sich 

., df(x,fi^y,,fi,y\) , df(x,fA,y,jfi,y\) __ dm, ,. dm, 

und hieraus vermöge der beiden letzten Gleichungen 

(54.) j,.iZ^l^+ylii(^^ = anx, y,, y[)+by., 

worin a and b Constanten bedeuten. 

27» 
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Da diese Gleichung wieder wegen der Irreductibilität der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung eine in yi und y[ identische sein muss, so können 
wir sie als eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
den beiden unabhängigen Variabein yi und y[ und der abhängigen f{x, yi, y',) 
betrachten und erhalten zum Zwecke der Integration das System gleich- 
zeitiger totaler Differentialgleichungen 

deren vollständige Integrale 

sind, und man findet daher als allgemeines Integi*al der partiellen Differen- 
tialgleichung (54.) 

(55.) fix, y,, y\) = y;<ip(|j-)--_-^yj^ 

worin (p eine willkürliche algebraische Function bedeutet, in die die unab- 
hängige Variable x beliebig eintreten darf; setzt man diesen Ausdruck in 
Gleichung (53.) ein, so folgt leicht 

und man sieht aus der Bedeutung von a und b unmittelbar, dass diese 
Constanten numerische, d. h. nicht von jUi abhängige sind; die allgemeinste 
Beziehung (51.) ist somit in der Form 

(56.) y, = yj(^(ll.)— — ^y, 

enthalten. 

Soll endlich die Form der Beziehung 

(57.) Fix, y,, y2j yl, yi) = oder yi = /(ir, y^, y,, y[) 

näher untersucht werden, so darf angenommen werden, dass nicht schon 
zwischen yi, y2 und einer der Ableitungen yl, y^ eine algebraische Beziehung 
stattfindet, weil sonst mit Hülfe dieser Beziehung eine jener Ableitungen 
aus (57.) eliminirt und nach dem Früheren die Form der algebraischen Be- 
ziehung festgestellt werden könnte. Ersetzt man in (57.) yi durch .«iiyi, 
also y2 durch miyi-t-m2y2, worin .a^ eine willkürliche, m, und m, von dieser 
abhängige Constanten bedeuten, so folgt 

(58.) miy[ + nhfix, y^^ y2, yi) = fix, fi^y,^ fn^yi+nhy2^ .Uiy\\ 

und da diese Gleichung der Annahme gemäss eine in yi, y,, yl identische 
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sein mnss, so folgt durch Differentiation nach diesen Grössen 

di^. ^'^ aKy.+m.y,) "»' 

df(x, fi, y, , «», y, + »». y». M, y'. ) ^ df(x,y„y^,^,) 
ö(»»,y, + »»,y,) "»» »j öy, ' 

^/'(a',^iy„»»,y, + »»,y.>f«iy',) .. _ „, i m ^^(^>yi»y«>y.) 

und differentürt man (68.) nach ,u,, so folgt vermöge der eben erhaltenen 
drei Beziehungen, wenn fixyyijyj^y'i) kurz mit f bezeichnet wird, 

w, df m, df , df r dm, , dw, "] , f», . . m, df , 



oder 



= y^-di^+r-äj^ 

(59.) y^^+^ay, + by,)-^+y',-IL = ^j,;+B/; 



worin a, 6, ^, B Constanten bedeuten. Das zugehörige System totaler 
Differentialgleichungen 

<^yi ^ ^y, ^ <^y'i ^ t^f 
yi oy. +fry, y', ^y', +B/" 

liefert die Integrale: 

y'l = ay^, y2 = ßy\--^, f=ry'^"-T=^ 

und somit das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (69.) : 

(60.) /=y;>j-|i-, (y,+^)j,-.|_^ = y;, 

worin g) eine willkürliche algebraische Function bedeutet, und dies ist die 
allgemeinste Form einer algebraischen Beziehung zwischen ^i, y,, j^i, y'2^ 
in der a, b, A, B Constanten bedeuten, und wobei in die Function (p die 
unabhängige Variable x eintreten darf. 

Schliesslich mag noch ein Beispiel für die Form der Relation (60.) 
hinzugefügt werden. Bekanntlich existirt für die linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung (29.) die Beziehung 

worin c eine Constante bedeutet; nehmen wir nun an, es sei 
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worin Pi eine algebraische Function von x bedeutet, so wird jene Beziehung 

Hiy'i—yiy'i = cPi 

zur Klasse der von uns untersuchten gehören; in der That wird, wenn in (60.) 

A = a = 0, B = b = -1 
gesetzt wird, diese Beziehung in 

übergehen, und nimmt man die willktlrliche Function 

<pit, u) = t^u+cPj, 
so folgt: 

oder 

Viy'j-y'iyi = cP^. 

Wien, den 28. December 1880. 
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lieber mehrfache Integrale, welche durch eine Trans« 
formation der Variabein ihre Gestalt nicht ändern. 

(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.) 



Im 15. Bande dieses Journals (S.S. 193 — 198) hat Jacobi zwei merk- 
würdige Theoreme über eme gewisse Classe von Doppelintegralen mit- 
getheilt, welche nach Einführung von neuen Veränderlichen in ihre ursprüng- 
liche Gestalt zurückkehren. Im Anschlüsse an diese Abhandlung hat 
Herr Rosenhain im 40. Bande S. 358 die Vermuthung ausgesprochen, dass 
analoge Sätze auch für mehrfache Integrale gelten müssten: flir dreifache 
Integrale habe er solche durch allerdings weitläufige Rechnungen noch 
verificiren können. Die folgende Note giebt, die fragliche Vermuthung 
vollständig bestätigend, den Beweis des folgenden Theorems: 

Zwischen m Veränderlichen Xi , a?2 , ... x^ mögen eine homogene Glei- 
chung zweiten Grades und m — 2 homogene lineare Gleichungen bestehen: 

(1.) f ^ a^xl+lanXxX^^ höm«a?^ = 0, 

(P.) )f^^tDiXi'\'W2X2'\ h«r„aj« = 0, 

( t=: «iXi-f- /^X^-t-'-'-f t^X^ = 0. 

In beliebigen m — 2 dieser Relationen seien die Coefßcienten aij, , f^ky • • • ^ 
(i^ Ä=l, 2, ... m) homogene Functionen ersten Grades^ in der (m — 1)'*" 
übrigen dagegen homogene Functionen zweiten Grades von m anderen Ver- 
änderlichen t/ij ^2) • • • ymf 90 dass die Gleichungen (1.) und (V.), in passende 
Reihenfolge gebracht, bei der Anordnung nach Potenzen der y^ in der Gestalt 
sich darstellen lassen: 
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(2.) 



»1^1+ o,jfi4-"+ D«y« = 0, 



yi 



• • • 



tiyi+ t2y2+-+ t.y« = 0, 
aiiyl+2a,2yiy2+--- + a,«sd= 0. 

Nimmt man femer zwischen den Variabetn a?i, 0^29 ••• ^»»9 sowie yi, 
y^ »wei willkürliche Beziehungen an: 

(3.) ^(a?!, X2, ... ir.) = 0, P(yi, y,, ... y.) = 0, 

derart, dass fiP+1 (resp. v^+lj eine homogene Function fi^ (resp. v^^J 
Grades der y^ ^29 ••• y» (resp. Xi^ 0^2, ... x^ repräsentirt , so wird mit 
Einführung der Zeichen 



*n 



(hl 



ai2 
Ö22 



A = 



«1 



©2 



(4.) 



<1 <2 



21 = 



au 



Öi2 

CI22 



Oml 



t)2 



ti t, 



Ol,, ti ... »2 



©. 







a,. 



. . . 



öl 

Ö2 



• • • 



... 



ti 






'm 



• • • 



t. 




t. 



• • • 







/tir eine beliebige Function U der Iniegrationsveränderlichen das (m — 1)- fache 
Integral: 



(4'".) 



unter Vermittelung der Beziehungen von (1.)— (3.) übergeführt in 

Beweis. Bekanntlich ist nach dem Fondamentaltheoreme tther Trans- 
formation mehrfacher Integrale: 
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(5) ^ =//"•/ 






d«!/] 0«ip2 * * * ^*^m— 1 9 



worin rechter Hand die Grössen y, darch ihre Werthe in den a;, aus (2.)* 
und (3.) zn ersetzen wären. Zu diesem Behufe denken wir uns zunächst 
vermöge der Relationen (3,) y» (resp. x„) als Function von yi,yj, ...tfm-i 
(resp. Xi, Xi, ... a;._i) dargestellt, so dass mit Rücksicht auf die Gleichungen 
in (1.) und (1-.) ist»): 

f r-ir-' 3+r^y- ^y» ,, ^y— ' > 

(6.) ^ ^ •-^±'^00.. öo,/ öx„_.>' 

worin 

■/"(yp) = 



= JL+JL^ 

m \ ^t ^l: f'"' (p=i, 2, ... m-i) 






n^p) = 



m 



dxp dxm dxp 



Setzt man den Nenner rechter Hand in (6.) der Kürze wegen gleich 
D, d. h. 

^±{r'iyi)t>'iy,)...t'{y„-t)) = D, 

so kann nach (6".) D in die Form gebracht werden: 

df 



D = 



df df dy 

-r 1 



dy, 
dv 



+ 



dym dy, ' 
dv dy„ 



• • • f. 



dyi öym dy, 



dt dt dy^ 

r 



» • • • 



df ■ df dyn. 

äym-'i dym 9ym-i ' dym 

dv dv dym dv 

dy^-i dym öym-i ' dym 



Qyi 



dym dy, ' 
0, 



dt dt dy 



m 



dt 



dym-\ ' dym 9y«-i ' dym 

dP 



0, 



dy. 



dP 

dym 



dy, 



oder, wenn man in der Determinante rechts die mit -^-- multiplicirte letzte 

Verticalreihe von der p^^^ Verticalreihe (p = 1, 2, . . . fw — 1) abzieht und die 
Relationen 



*) Cfr. Baltzer, Determinanten, 4. Ausgabe, S. 130. 
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berücksichtigt : 

D == :^+( ^^ ^^ dw dt dP \ dP 

Indem man ganz analog mit der Determinante ^±if\xi)f)\x2)...t'{x^^i)) 
verfuhrt, ergiebt sich nach (5.) und (6.) 

Nach einem sogleich zu beweisenden Hilfssatze ist jedoch 

v'-l-/' ^Z' ^^ ... ^^ ^^ ") -- 2 i^f — ir +^ ä 

— \ öy, öyj ' ' öy«_i öy^ / ^ ^ ' 

und daher 

Wofern speciell die Gleichungen in (1.) und (1".) derart beschaffen 
sind, dass sie durch Vertauschung der x^ mit den y^ in die Relationen (2.) 
übergehen, und wofern überdies die Functionalzeichen P und JJ dieselbe 
Bedeutung besitzen, ist offenbar flir t7 = 1 das Integral / ein solches, welches 
vermöge der Transformationen (2.) bis (3.) in seine ursprüngliche Gestalt 
zurückkehrt. 

Das noch zu erhärtende Hilfstheorem lautet: 

Für ein Werthsystem a:,, X2^ ... a?„, wekhes die w — 1 Gleichungen (1.) 
und (1".) befriedigt y ist bei f)ölliger WiUkürlichheit der Ui.- 

(7.) 1 {^± ir (^i) t^2 1^3 . . . /«-i u^)y = (- 1)"-^' («I a^i + • • • + Un. x^y A. 

Der Beweis ergiebt sich ohne Weiteres, wenn man in der mit 

i(^±(/'((r,)t^2... /„.,«„))' 
identischen Determinante **) 



*) Das Vorzeichen von \^A kann beliebig angenommen, dasjenige von ]^^ dagegen 
muBB nach dem obigen Beweise der Gleichung gemäss bestimmt werden: 

^ **) Cfr. Baltzer, 1. c. S. 31. 
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die resp. mit a^i , ... x^ multiplicirten m ersten Vertiealreihen von der 
(m + l)*®"^ Verticalreihe abzieht, in ähnlicher Weise mit den entsprechenden 
Horizontelreihen verfährt und die Gleichungen (1.) und (1^) berücksichtigt. 



Für die besondere Annahme ti- = 



e^ß . 



dx. 



ist fiia:i + ti2^2H hw«a?«=l, 



da y ^ + 1 eine homogene Function y*®° Grades der x^ bedeutet, und daher 
im Hinblick auf ^ = : 

^^:9^ + ^^-9^ + - + ^-^ = 1- 

Zum Schlüsse mag bemerkt werden, dass aus dem soeben bewie- 
senen Hilfssatze unmittelbar die folgende Verallgemeinerung eines Aron- 
AoMschen Theorems (dieses Journal Bd. 61 S. 103) fliesst: 

Erfüllen die Xi sämmtliche Gleichungen in (1.) und (l^)^ ausge- 
nommen die erste Relation in (1^); bedeuten ferner cj'^^, cl*^^, ... c^^ 
(r=l, 2, ... fw — 2) willkürliche Grössen, und setzt man 

Wr = (cV^l^'C^P^2^ hci''^«'J etc. etc., 

so wird das Integral 

j __ /' i;+(cO) c^p . . . cJTs ,'^ x^., dx^) 



identisch mit 



J (y,x^-\-v^x^-\ V Vn,x„,)S±(W^.,,Tn,^iF„,-i) 



]^(-i) 



♦) Das Vorzeichen von y(— i)"'+*jl muss mit demjenigen übereinstimmen, 
welches bei der Berechnung des Werthsystems |, , It? "'Im verwendet wird, d. h. 
welches nach (7.) die Gleichung: 

für alle Werthe der u^ erfüllt. 

28* 
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darin ist ^i, S^^ ••• ^m ^in Werthsystem, welches sämmllichen Gleichungen 
in (1.) und (V.) Geniige leistet. 

Dividirt man nämlich den Ausdruck J vor dem Integralzeichen durch 

die Wurzel y(— 1)*"+M und multiplicirt denselben unterhalb des Integral- 
zeichens mit dem dieser Wurzel gleichen Quotienten: 

so erhält man 

Das Product des Zählers im Integrale ist nach dem Multiplications- 
theorem der Determinanten und nach einem oben erwähnten Satze**) gleich 

2±{W,... T^-bF«.,) . (As', X) rfü -r . AI, dx)), 
und daher 



J = 



1 rfa>x)dv-vf(idx) 



-/ 






_ 1 • » p n 



''') Man bat dabei die beliebigen tix in dem Hilfssatze gleich ^f{x^) gesetzt. 
**) Cfr. Baltzer 1. c. Seite 31. 

Darmstadt, im September 1880. 
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Ueber die Transformation einer quadratischen Form 

in eine Summe von Quadraten. 

(Von Herrn S. Gundelßnger in Darmstadt.) 



rast in allen Disciplinen der Mathematik bietet sich die Aufgabe 
dar, eine quadratische Form: 22a^ix^xi {x^ A = l, 2, 3, ... n) in eine 

Summe von Quadraten linearer Functionen der Veränderlichen x^ zu ver- 
wandeln. Bekanntlich hat zu diesem Behufe Lagrange*) eine successive 
Reductionsweise entwickelt, welche für praktische Rechnungen an Einfach- 
heit und Eleganz nichts zu wünschen übrig lässt; wie die Arbeiten von 
Garns über die Methode der kleinsten Quadrate und deren Anwendungen 
zur Genüge zeigen. (Man vgl. namentlich die „Disquisitio de elementis 
ellipticis Palladis", Bd. VI der Gesammtausgabe, Seite 20 ff.) 

Eine tiefere theoretische Erforschung der Lagrange^ch^n Trans- 
formation hat Jacobi im 53. Bande dieses Journals S. 266 ff. gegeben und 
insbesondere die dabei auftretenden linearen Functionen der x^ independent 
darstellen gelehrt, allerdings unter Voraussetzung einer derartigen Anordnung 
der Variabein**), dass für mindestens eine Permutation «, A y^ ••• ^ die 
Reihe der Determinanten: 

kein verschwindendes Glied besitze. 

Weniger gekannt scheint eine Darstellung der fraglichen Reduction 
zu sein, welche Plücker im 24. Bande dieses Journals S. 297 ff. angedeutet 
hat Dieselbe besitzt wesentliche Vorzüge vor der /aeo6tschen Methode, 
ist im gleichen Umfange wie diese giltig und lehrt in directer Weise die 



*) Nach Baltzer zum ersten Male 1759 in Mise. Taur. 1 pag. 18. 

^ Man vergleiche hierüber Kronecker im Berliner Monatsbericht vom April 1874: 
^Ueber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen^ § 1. 
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ursprünglichen Veränderlichen x^ durch die transformirten (die oben er- 
wähnten linearen Functionen) ausdrücken. Im Folgenden soll in weiterer 
Verfolgung des PtocAerschen Grundgedankens eine sämmtliche Besonderheiten 
berücksichtigende Untersuchung des fraglichen Gegenstandes gegeben und 
namentlich auch auf den Fall näher eingegangen werden, in welchem 
zwischen den Veränderlichen x^ lineare Relationen bestehen. 

I. Die Verwandlung einer quadratischen Form mit unabhängigen Ver- 
änderlichen in eine Summe von Quadraten kann unter allen Umständen 
vermittelst zweier Lehnsätze geleistet werden, von denen der eine mit Ein- 
führung der Bezeichnungen: 

dA 
^ = -2' ± (011022... o«.«), Ai^^-Q^ (i, Ä = l, 2, ... m) 

folgendermassen ausgesprochen werden kann: 

Lemma 1. *) Die quadratische Form u = 22 au, t/i t/j, (i, Ä = 1, 2, . . . m) 

der willkürlichen Veränderlichen y, geht für A^„ ^ durch die Substitutionen 

(1.) yp = Vp+{An^'A^^)y^ (;ö = 1? 2, ... m— 1) 
über in 

(P.) u = ^J:a^ri,ri,+ ^A:A„„)yl (p, 9 = 1, 2, . . . m- 1). . 

Fügt man nämlich dem Systeme (1.) die evidente Gleichung 

ym = \Afnm'A^^),yfn 

hinzu, so ergiebt sich durch Multiplication des so erweiterten Systemes mit 
Ogp, resp. ag„,, und nachherige Summation über p: 

jögi yi + 0,2 »2 +•••+ «<?« ym = a^iVi+ «32 V2 +•••+ ög,m-i »?«-i {q = 1, 2, •.. w-l) 

'Omiyi + am2y2+-+ö«mym = »ml ^1 +»«.2^2 +-+ Om.m-1 ^m-1 + (^ : ^mm) ^m • 

Indem man diese m Relationen beziehungsweise mit yi , y, , ... ym multi- 
plicirt und hernach addirt, erhält man 

u = 7iy2:aayi+r]22aay2+-' + Vfn^i2ai^^^^y„^i + {A:A^„)yi, 
II I 

eine Gleichung, welche in die zu erweisende (1^) übergeht, sobald man 
die Summen rechter Hand durch ihre Werthe aus (1\) ersetzt. 
Der andere Lehnsatz lautet: 



*) Dieses Lemma ist mutatis mutandis im Falle von fünf VeräDderlichen bereits 
von Plücker 1. c. ausgesprochcD worden. 
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Lemma 2. ht A nicht gleich Null, verschtoindet dagegen irgend eine 
Hauptunter determinante (w — 1)'«" Grades, etwa A^^, so wird, -4^,«_i ^ 
angenommen*), durch die Transformationen**) 

(2.) y.= F. + (^..:^..«-Oym-i (r=l, 2, ... m^2), 
UA : ^«.«_i) y^_i = i{(A : -/4^.«.i) + a«^) F^ + i ((^ : ^«,«-i) -a^J F«_, 

(2**.) ( ^^ml^X öfm?^2«-» öm,in-2 l'^m-2? 

( lfm = ^m-1 ^m 

die quadratische Form u übergeführt in 

^ m,m— 1 

Beweis. Erweitert man das System (2.) um die selbstverständliche 
Relation y«_i = (-^«,«-i:-4«,m-i)ym-i? tind multiplicirt alsdann die einzelnen 
Gleichungen derselben mit a^r und a,,«-!, so folgt durch Summation (wegen 

^ ! (^ = 1, 2, ... wi-l). 

Indem man diese Relationen mit y^ multiplicirt und über q summirt, 
ergiebt sich 

«11 yi + 2 a,2 yi ^2 + • • • + öm-.i,m-i y«-i 
= F,.2:a,iyj+F2.2;a52yg+---+F^_2.-2;a,,«_2y, (? = 1, 2, ... fw-1), 

d. h. unter erneuter Anwendung des Systems (2'.) 
22:a,,y,y^=^2:j;ar,YrY, {p, q = h 2, . . . m-1; r, s= h 2, ... m^2). 

p q r 9 

Da gleichzeitig nach (2.) 

{ ö«l y l + Öm2 ^2 -I h öm,m-l ^m-l 

)= ö«l Fi + Öm2 F2H h Om,m-2 F^_2 + -"2 ^«-1' 

f -"m.m— I 

80 wird die quadratische Form: 

u = 2:2:ap^ypy^ + y„,{2a„,xyi + '" + 2a^^^^,y^_i + a^^yJ 



P 9 



*) Im Hinblick auf die Gleichung ^ = a,ni^mi + a«2Am2 H l-ö«.m-ii*m,m-i+öm»^m 

ist ftlr il«« = mindestens eine der Grössen Ami, ^m2, . . . -4m,«-i von Null verschieden. 

**) Die Substitution (2.) ist im Grunde identisch mit derjenigen, welche aus dem 
Lemma 1 vermöge Ersetzung von m durch m — 1 hervorgeht. 



u = ^^a,,y,y.+-j-^— (y_,-yj(y_,+ yj; q. e. d. 
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vermöge des Systems (2.) übergehen in: 

u = -2;2;ö,,r,y,+y^(2ö^,ri+2ö«,y,+...+2ö^,«.,y«_: 

+ ■-4 y«-l+ömmym)? 

■«»m,!» — 1 

oder bei Einführung der Zeichen y„_i und Y„ nach (2*.) in: 

A_ 

Mit Rücksicht auf das Folgende bemerken wir noch, dass eine Form u, 
welche den Bedingungen des Lemma 2. Genüge leistet und reelle Coeffi- 
cienten a^ besitzt, nie definit sein kann, d. h. dass u durch passende 
Bestimmung der Veränderlichen y, Zahlenwerthe mit entgegengesetztem 
Vorzeichen anzunehmen vermag. Bestimmt man nämlich gemäss den Re- 
lationen (2.) und (2^) die y, derart, dass Fi = 0, . • • y„_2 = 0, dagegen y«_i 
und y« das eine Mal resp. und 1, das andere Mal 1 und werden, so 
erhält u das eine Mal den Werth AiA^^^i^ das andere Mal den Werth 

(^A : ^w,m— i)« 

Durch Combinirung der beiden Lehnsätze 1. und 2. lässt sich nunmehr 
eine beliebige quadratische Form 

f=2:2:a^ix^xx (x, A. = 1, 2, ... r) 

mit nicht verschwindender Determinante: ^» = -2'+(aiia22...a„„) in eine 
Summe von Quadraten, wie folgt, verwandeln. Ist irgend eine Haupt- 
unterdeterminante (fi — 1)^®° Grades, etwa -^«-i = -2' + (an o^ . . . a,_i,«_i) , von 
Null verschieden, so giebt es nach dem Lemma 1. eine Substitution 

welche f überführt in 

f = anXi^'\-2ai2x'iX2'\ h ö«-i,n-i a?!^i + -7-^ a?» . 

Wird dagegen ^„_i = 0, während etwa -^ — ^^— von Null verschieden, so 

kann man nach dem Lemma 2. lineare Functionen a?l, a?2, ... a?l der x, 
finden, derart dass: 

In beiden Fällen besitzen die von f abgetrennten quadratischen Formen 

^/Aw^'/i^'y (.4^, y = 1, 2, ...fi— 1 oder =1,2, ...«—2) 



f4 y 
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nicht verschwindende Discriminanten 

JS± {ün 022 .. . o„_i,,_i) und -2" ± {an «22 . . . a«_2, „ -?) *), 

und können in gleicher Weise weiter reducirt werden wie f selbst. 

Man erhält so schliesslich das Theorem, das von mir bereits an 
anderer Stelle {Hesse, Raumgeometrie, dritte Ausgabe, Seite 460) bewiesen 
worden ist: 

Wählt man die Permutation a,ß,y,...v der Zahlen 1, 2, 3, ... r derart, 
das8 keine zwei unmittelbar auf einander folgenden Glieder der Reihe 

"' daaa'' daaadaßß^ daaadaßßdayy ^ *'' *'*'' 

verschwinden, so enthält die Form f bei der Transformation in eine Summe 
von Quadraten genau so viel negative Quadrate, als die Reihe (3.) Zeichen- 
wechsel darbietet, wenn man bei Zählung der letzteren etwa auftretende Nullen 
weglässt. 

Nimmt man speciell mit Jacobi an, dass keine der Determinanten 

(3^) Jn) ^»-1? • . • ^m = -2'±(aiia22...0m.„), • • • Oa, 1 

verschwinde, so kann man durch eine fortlaufende Reihe von Transfor- 
mationen nach dem Lemma 1. die quadratische Form überführen in: 

(4.) f = -^xl+^x:L,+^xZ, + ^.. + anxr''x[^'^\ 

Jn—\ ^«-2 Zln-3 

Dabei wird allgemein flir irgend eine ganze Zahl m zwischen 1 und 
n (incl. der Grenzen) die Form 

öii iTi^"""^ a:[--'"> + 2a,2 4"-'»^ 4"-'"> + ••• + «.. a:L"""^ arlT""^ 
verwandelt in 

an ar{--^^> ari"---^^) + . • • + a_,,_, x^^r'^ x'-^'^ + -^ x^^-' x^^-^ 

^m— 1 

durch eine Substitution der Gestalt: 

(5.) irf'-'"> = xf'-'-+^> + «{•") 4"-'"^ (/ = 1, 2, ... m-1), 

wofern die Grössen A^i\A„,^ in (1.) der Kürze halber mit af*"^ bezeichnet 
werden. Setzt man in der letzten Gleichung (ö.) flir m der Reihe nach 



*) Für Jn-i =^±aiia22...a»i-2,«-2 folgt dies sofort aus der bekannten Identität: 

wegen J^-i = hat daher Jn~2 stets das entgegengesetzte Vorzeichen wie J„. 
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n, n—lj ... m und summirt alle so entstehenden Relationen, so ergiebt sich 

(6.) x,^x^''^-''^ + ai^^x,+al^-'^xi% + ''' + a^'^^xlr''^^ (/= 1, 2, ... m-1); 

somit, indem man speciell / = fw— 1 annimmt und nachträglich k an 
Stelle von m— 1 substituirt: 

(6^) X, = 4--*H«i"^^„ + ör'^41^, + ... + «r'>a:<;i^^^^ (Ä = 1, 2, ... n^ 1). 

Will man umgekehrt die Grössen ajj""*^ durch die x^ ausdiücken, so 
erwäge man, dass nach (1\) 

und dass daher durch die successiven Annahmen m==n, »—1, ... A+l das 
System sich ergiebt: 

(^'•) ^"^ = %xr*Hö,,a:r*H-- + ö,*4""*' (5^ = 1, 2, ... Ä). 

Diese linearen Gleichungen flir die Unbekannten a:l""*\ a?^"~*\ . . . a?l[*"*^ 
besitzen ex hypothesi eine von Null verschiedene Determinante {Jj) und 
können in bekannter Weise aufgelöst werden. Sind in der Darstellung (4.) die 
Coefficienten sämmtlicher Quadrate mit dem gleichen Vorzeichen versehen, 
so ist die Form f definit und kann für reelle a^i und x^{7c^ A = 1, 2, ... n) 
keine Zahlenwerthe mit entgegengesetztem Vorzeichen annehmen. Dieser 
Satz gilt auch umgekehrt: 

Für eine wesentlich positive oder negative Form müssen die Glieder 
der Reihe (3".) sämmtlich positiv sein oder lauter Zeichenwechsel darbieten. 

Beweisen wir zunächst, dctss keine Determinante in (3".) fuerschtjoinden 
kann. Wäre nämlich etwa ^n^i{m = «, n— 1, ... 2) die erste verschwindende 
Determinante in der Reihe (3^), so geht f durch die Annahme 

x^ = a?»-i = ••• = ic«+i = 
über in 

Oll x\ + 2ai2 a?i a?2 + • • • + a„„ a?^, 

d. h. in eine quadratische Form, welche den Bedingungen des Lemma 2. 
Genüge leistet und somit durch passende Bestimmung der willkürlichen 
Veränderlichen a?i , ... x^ ihr Zeichen zu wechseln vermag *}. 



*) Unabhängig von den Ausführungen zu Lemma 2. und besonders für den ersten 
Vortrag in der Theorie der Maxima und Minima geeignet ist der folgende Beweis. 
Man setze in u ^ £ S a^^ix^xi (ä, / = 1, 2...m) die Veränderlichen a?i, 0:2, . . . ««-i resp. 
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Eine definite Form f kann daher stets in die Form (4.) gebracht 
werden, und die ihr zugehörigen Determinantenquotienten (JiiJi^i) müssen 
sämmtlich das gleiche Vorzeichen haben^ da f bei gegentheiliger Annahme 
bald positiv bald negativ werden könnte. 

Uebrigens hätte sich in ganz derselben Weise zeigen lassen: 

Die quadratische Form f ist stets dann und nur dann wesentlich negativ 
(bez. positiv), wenn die Reihe (3.) /Wr irgend eine bestimmte Permutation 
^9 ß» Tf ' ' ' ^ ^^ Zahlen 1, 2, . . . it lauter Zeichenwechsel (beziehungsweise 
Zeichenfolgen) darbietet. Werden also diese Bedingungen von den Gliedern 
in (3.) bei einer beliebigen Permutation der Zahlen 1, 2, ... n erfüllt, so 
haben dieselben auch für jede andere Permutation statt. 

Der Fall, in welchem die Determinante J^ gleich Null ist, kann 
nunmehr leicht erledigt werden. Um die Vorstellung zu fixiren, mögen 
sämmtliche Subdeterminanten (m + l)*®° Grades von J^ verschwindend ange- 
nommen werden, dagegen sei mindestens eine Subdeterminante m^^^ Grades 
von Null verschieden, etwa: 



a,« öip . . . a ' 



c = 



la **1/S • • • **lf 
(ha a,ß ... «.el=JS-+(„^_^„^^ ... a^^^ 



worin a, ß, ...s irgend welche bestimmte m Zahlen aus der Reihe 1, 2, ...» 
bedeuten*}. Alsdann besteht, 

fk = akiXi + ak7^2 + '" + a^^x^ (Ä = l, 2, ... n) 



gleich Afnxj Am7, ... iln,,m-i. AlsdaDii wird wegen A^m^O für beliebige Werthe 

von a?«: 

du 
i-Q^^ai x^ + anx^ -] f-a/« x^ = a/mjr„, (/ = l,2...w--l) 

du 

i-ä Z=aml^i -\-am7X^ -\ f-ömma;« = A+amm^m, 

OX„t 

und 

t*=i-ö^iX!^+^-^x^ + '" + i-^—x^ = x„,(2A + an,^x^). 

Da ex hjp. die Determinante A nicht verschwindet, so kann offenbar durch geeignete 
Verfügung über x„, dasProduct Xm\2A-{-a„,^x„,\ sein Zeichen wechseln. 

*) Das Raisonnement im folgenden Texte lässt sich ohne Mühe auch auf den Fall 
anwenden, wenn au die Stelle von 1, 2, ... m irgend welche m andere Zahlen au8 
der Reihe 1, 2, ... n treten würden. 

29» 
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gesetzt filr alle Werthe der x*: 

«la ^Iß • • • öl« /i ! 
Ö2a ^ß • • • Ö2€ / 2 ! 

(7.) =0, 

^ma ^mß • • • ^wte fm 
ö.a ö|/9 • • • <^ie ti 

f = iii+lj m + 2, ... fi), 

eine Gleichung, welche vermöge Entwickelung der Determinante nach den 
Elementen der letzten Verticalreihe die Gestalt annehmen möge: 

(7^) cA+ePYi + cPY2+--+cl-Y« = (» = fii+l, m+2, ... n). 

Darin i»t das System der Grössen c, c[*\ cf^^ . . . c}"^ von den a:, unabhängig, 
und die Determinante c ex hyp. von Null verschieden. Setzt man daher 

und fügt die evidenten Relationen hinzu: 

Xi^cxiic (« = m + 1, fii + 2, . . . fi), 

m folgt durch Multiplication dieser Gleichungen mit a^^ resp. a^» und 
Hnmmation über / resp. «, unter Rücksichtnahme auf (7".): 

fk^ ai,iXi + a,^X'2'\ hOitm-^m (Ä = l7 2, ... m), 

und 

= XJ,+ X,f, + -' + X^f^ 

= Ol 1 X? + 2a,2 -¥, -Y2 + • • • + a^« X^. 

Da die Xi völlig willkürlich sind und somit nach (8.) auch den X^ beliebige 
Werthe zuertheilt werden können, so braucht man an Stelle der Form f 
lediglich die quadratische Function der m unabhängigen Veränderlichen X^ 
zu betrachten. Diese letztere besitzt eine nicht verschwindende Discriminante 
^±(aiia22'"Omm}' Sctzt man nämlich in dem Systeme von m Gleichungen 



(9.) 



n-.)-rix.)^+rix..)^+...+nx.)^ 



die Veränderlichen a^^+i, ic^+3, '** x^ gleich Null, d. h. nach (8.) -Xi = a?„ so 
ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten von Xi in (9.) 
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a» = au^+an^ + - + a^,^ ih = a,ß, ... b; 1=1, 2, ... i»), 



dxi 



dxi 



dxi 



also nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten 

Da c nicht verschwindet, so ist jeder der beiden Factoren auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung ebenfalls von Null verschieden. *) Ein 
anderer Beweis für das Nichtverschwinden von -2*+ (01,022033- ••«««•), der 
nur Sätze aus der Determinantentheorie benutzt, ist folgender. Nach Vor- 
aussetzung besteht das System von Relationen: 



(ha «2/9 



... 



• • • 



aje O2/ 



(^ma (^mß • • • ^n»f ^ 



ml 



o 



ha 



a 



hß 



• . • 



o 



hs 



a 



M 



(/ = 1, 2, ... m), 



oder vermöge Entwickelung nach den Elementen der letzten Verticalreihe: 



.(0 



»0) 



(«) — __ 



aucr + (hicr + '- + (inüCr^ = -ö«.c. 
Gemäss dem Multiplicationstheorem der Determinanten ist daher 

2±{anan...a^J.:S±{c^J^cf...c^"'^) = (-irc'"-2+(o,i0^...o,J 

II. Sind die Veränderlichen der Form f nicht willkürlich , sondern 
durch V lineare Relationen: 

(/ ^tiXi +1^X2 H h*n^« =0 

mit einander verknüpft, so lässt sich auch jetzt noch für / eine der Lo- 
grrofig'eschen analoge Transformation in n — v Quadrate angeben, und zwar 
vermittelst zweier anderen Lehnsätze, zu deren conciser Fassung wir fol- 
gende Bezeichnungen einführen: 



*) Wenn also sämmtliche Subdeterniinanten (m + 1 )*«° Grades von Jn verschwinden, 
nicht aber alle SubdeterminaDten m^° Grades, so hat immer mindestens eine Haupt- 
unterdeterminante m'«° Grades einen von Null verschiedenen Werth. Cfr. Hesse, Raum- 
geometrie, 3. Ausgabe, S. S. 453 — 454. 
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(11.) A = 



(11".) Aa = 



«11 


Oij 


• • Ol» 


«1 


ITi 


» • fj 


Oji 


»22 . 


• • Oj« 


»2 


«52 


/ 


o«. 


Ö».J . 


• • «mm 


»« 


w„ . . 


• L 


«1 


©s 


. . f?^ 





. . 


. 


Wl 


fCj 


. . «?«. 





. . 


. 


^ 


/, . 


. . /« 





. . 


. 

1 


ö^ 


. V 


ÖA 


W - 


dA 





• • • 



Lemma 3. Das simultane System der quadratischen Form 
(12.) u = JS2:aij,yiy, («, A-= 1, 2, . . . iw) 
tmcf der linearen Formen 



i k 



m 



-1) 



(12".) <"' = «'iyi+«'2y2+--+tt'»y«, 

[t = titli 4-/2^2 +-'*+Cym 

wird durch die Substitutionen 

(12\) y, = Vp+{A„i-A.^)y., {A„„^0\ (p = l, 2, .. 
übergeführt in 

« = Oii»?? + 2anr/,7?j4 |-o»-i,»-i»?m-i+(-<4:^mJy» 

-2y„(F„»+ »^„eP + - + T,0:^-., 

e = «1 »?1 + «2 »?2 + ' • • + «m-l »?«-l , 
(12''.) ('^ ~ «'l»?I + «'j??2H f-Wm-l»?«-!» 

Beweis. Wie beim Lemma 1. wird zunächst nach (12*.) und »a^ 
Grund elementarer Determinantensätze: 



(12'.) 



i 



a2'.) 



* 






cu 



oy,n 



ö/>i^i + ap2r/2 + --- + a^,^_iry^»i-y«(r^t?^+ fF^fr^ + '-O:^. 

(;? = 1, 2, ... m—\) 

a„i »?1 + 0^2 ^2 + • • • + a«,m-l Vm^l + ^m (^ ^ ^«m) 
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somit 

. du , , du , du 

. du . I 5m , , .du t 2 / A A \ 

welche Gleichung das fragliche Lemma erweist, wenn man das unmittelbar 

du 

ersichtliche System (12''.) benutzt und die Differentialquotienten -^ — 

(/? = 1, 2, ... fw— 1) durch ihre Werthe aus (12^) ersetzt. 

Lemma 4. Ist für ^ ^ die Subdeterminante A^^ gleich Null, da- 
gegen -4m,m-i ^on Null verschieden*)'^ setzt man ferner der Kürze wegen 

d'A 



(13.) 



- = öa..,._.öa,. ' (9 = 1, 2, ...m-2, m) 



^(m-l) _ 5 ^ jy'C«-!) — 5 ^ 



. • • 



dam-l,m^ldVm ' "* 3a„-.i,m-l9M?m ' 

SO bestehen vermöge der Substitutionen: 

(13«.) yr=Vr+-r^yn.^l + 4^yn. (1^=1, 2, ... fW-2) 

^m— I,m ^mm 

die Identitäten: 

r I 

(13M / "^^^ ^^m + tt? fr^ + -- + «TJy«_i:X,«>i 

-2(r n--^>+fr W^i'-^> + ... + «T!>-^>)y«:<. 
(r, « = 1, 2, ... m— 2); 

(13^) ^'^ ~ «^l^l + «^2'?2+"* + «^m-2^m-2 7 

\t = <iiyi +<2^2 +--- + «m-2^m-2. 

Beweis. Definirt man Y^ durch: 

(14.) yr = yr+(^mr:^m,m-l)y«-I (^ = 1, 2, ... m-2), 

80 wird nach HinzufUgung der Identität 



*) i4 ist offenbar eine homogene Function (n — v)^^ Grades der Coefficienten 

a^i und befriedigt daher die Gleichung (n — i/)j1 = JS,JS;iil,;. a^i (x, 1 = 1, 2, ...n). 

Dieselbe zeigt, dass stets mindestens eine Subdeterminante (etwa ^,m>i) von Null 
verschieden ist. 
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und mit Rücksicht auf A^^ = : 

fi^iyi + ^2y2 + "' + f^m-iym-l = fViYi + fC2Y2-\ h«?«^2y«-2 

Ferner ist: 

{öpl^l + Öp2 ^2 H h öp,m-l y«-l = öpi yi+ ap2 1^2 H h öp.m-2 ^«-2 
-(t^pF. + «rpJ^« + --0-^ (;) = 1, 2, ... m«l), 

somit: 

^^^pqypyq = yi-£'aipyp + ---+y«-2^öm-2j,»p 

V " p 

-|2;epyp.F„+^«rpyp.f^„+...}-i^=i- (;,, 9 = 1, 2, . . . m-1), 

P P "Am,»!— 1 

oder mit Benutzung von (14\): 



p q r $ p p 

(r, « = 1, 2, ... m— 2}. 
Da überdies 



t 



i««.! yi + ö«2 ^2 H ham,m-iym-l = «ml 1^1 + »«2 ^'2 + * * ' + ö«,«_2 ^»-2 

80 geht die quadratische Form u, d. h. 

vermöge (13".) nach Ersetzung von y„ durch den Buchstaben Y„ über in: 

j« = ^^a,„ y, y„+ 2(^ : A„,„_,)y„_J„- 2{V^i>+W^fD+- ^)y^.^ : ^.,._, , 
( (p, a = 1, 2, 3, . • . m — 2, m). 

Aber nach Lemma 3. erhält man durch die Substitutionen: 

(15.) Yr = Vr + i^r.:^.JY„ (f = 1, 2, . . . I» - 2), 
[£i: «,„ y, n = ^^ a^.Vr >?.+ (^«.-,.«-. : ^«».) y^- 2 Fi— >y« : ^.. — • 

' (p = 1, 2, . . . I» — 2, I»; r, »=1, 2, ... m— 2), 

Relationen, welche im Vereine mit (14.) — (14''.) das Lemma 4. erhärten, 
wenn man nachträglich wieder y„ an Stelle von Y^ setzt und noch berück- 
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öichtigt, dass wegen A^^ = 

Auf Grund der beiden Lehnsätze 3. nnd 4. ist es nunmehr leicht, eine qua- 
dratische Form 22aksXj,x,, deren Veränderliche den v Gleichungen (10.) 
Gentige leisten, durch eine Reihe successiver Transformationen in eine 
Summe von n—r unabhängigen Quadraten zu verwandeln, wenigstens so 
lange die Determinante -4«**), die aus (11.) für m = w hervorgeht, nicht 
verschwindet. 

Wenn nämlich eine beliebige Hauptunterdeterminante (n — l)*en Grades, 
etwa -4^-1, von Null verschieden ist, so kann man nach Lehnsatz 3. eine 
lineare Substitution angeben, welche bei völliger Willkttrlichkeit von x„ die 
Form f in die Gestalt ttberflihrt: 

und bei welcher die a?i...a?l., durch die Relationen verkntipft sind: 

fViXi-\'f€>2X2 + "'ifD^^iX^.l = 0, 



tix'i +^a:i -\ \-t^^ixl_i = 0. 

Ist dagegen A„n = und -4« „_i $ 0, so lässt sich auf Grund des Lemma 4. 
f verwandeln in: 

f = an x'i + 2 ai2 a?i 0^2 H h ö„-2,»~2 ^1-2 H — ""^ '*" ((^n-i — ^n)^ — ^«-i)? 



mm 



während gleichzeitig die x^ (r = 1 , 2 , ... n — 2) durch die Gleichungen 
beschränkt sind: 



Man kann so, indem man die successiven Transformationen gentigend weit 
fortsetzt, n—m unabhängige Quadrate von f abtrennen, während die Va- 
riabein der übrig bleibenden quadratischen Form, sie heisse etwa: 



*) Es ist bekanntlich identisch 

Far A„,m = ist daher ^/^m stets entgegengesetzten Vorzeichens wie A, 

**) Allgemein möge Ai die aus A für m = t sich ergebende Determinante sein. 
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den Bedingongen zu genügen haben: 

»lyi +i>7y2 -\ — f-e«y» = 0, 
tpiyt+tt)iyi+-'+Wn,ym = 0, 



t,yi +/2yj +-"+Lym = 0. 

Die fortlaufenden Substitutionen sind jedenfalls so lange möglich, bis ent- 
weder m gleich v+1 oder gleich v+2 geworden ist Die erstere An- 
nahme ist erlaubt, wenn Ay^i $ 0, die zweite dagegen, wenn A^^2 $ und 
Ay^i = 0. Für Ay^i $ ist jedenfalls auch mindestens eine der Grössen 

dA 

■ Q '^"^ (a=l7 2, ... r+1) von Null verschieden, da in der Identität 

*'■'■* dOaadaßß daaa dOßß \ düaß ) 

S^ A 

einestheils die Differentialquotienten -g — g"*"' sämmtlich verschwinden**), 

€)A 

andemtheils nicht alle Subdeterminanten ^ ""^^ wegen 

{j,-v-V)A,^, = 2,2,^^-^a,p («, /3=1, 2, ... v + 1) 

Null sein dürfen. Man kann daher das Lemma 3. nochmals anwenden, und 
die schliesslich übrig bleibende quadratische Form wird alsdann, wenn 
etwa a = y+l angenommen wird, von der Gestalt: 

(16.) au?j?4-2ani?ii?2H h »vv^J, 

mit den zugehörigen v Bedingungen: 

ba 

Da nach der gemachten Voraussetzung ^ — — — , somit auch , gemäss der 
Gleichung : 



*) Das im Texte anzuwendende Raisonnement gilt natürlich auch dann, wenn 
nöthigenfalls die CombiDation 1, 2, ... m durch irgend eine andere CombiDation 
m*®' Classe aus den Zahlen 1, 2, . . . it ersetzt werden mttsste. 

**) Cfr. Baltzer, Determinanten, (4. Ausgabe), §. 4, 2. 
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die Determinante -2'+(cifr2...<y) selbst nicht Null ist, so muss nach (16*.) 
i^j =1^2= •• -=17^=0 werden, d. h. die quadratische Form in (16.) verschwindet. 

Wäre dagegen ^4^4.2 ^ und A^^^ = 0, so sind die Bedingungen des 
Lemma 4. erfüllt, und lassen sich zwei weitere Quadrate absondern, während 
die schliesslich übrig bleibende quadratische Form wieder Null wird. 

Zusammenfassend kann man im Hinblicke auf das Trägheitsgesetz 
der quadratischen Formen und auf den Umstand, dass die Determinanten A 
und J^ni in Lemma 4. entgegengesetzten Vorzeichens sind, das Theorem 
aussprechen : 

Für A^^O lassen sich am der Reihe 1, 2, ... n stets n—r—l Zahlen 
a, ß, . . . B derart finden, dass eon den Grössen 

(17) A ^^ ^" d'*~''^^An (—lY 

keine zwei unmittelbar auf einander folgende verschwinden. Die Anzahl 
Zeichenwechself welche die Reihe (17.) nach Weglassung der etwa vereinzelt 
auftretenden Nullen besitzt, ist genau gleich der Anzahl negativer Quadrate, 
welche eine den Bedingungen (10.) unterworfene quadratische Form f bei der 
Verwandlung in eine Summe von {n — v) Quadraten darbietet. 

Aehnlich lässt sich auch das andere Theorem des Abschnitts I 
übertragen : 

Soll f beim Bestehen der Gleichungen (10.) {die x^, a^x, v^, w^...t^ aU 
reell vorausgesetzt) keine Zahlenwerthe mit entgegengesetztem Vorzeichen an- 
nehmen können, so muss die Reihe (17.) für mindestens eine Combination 
(n—y — iy«r ciasse a, ß, . . . b aus der Zahlenreihe 1, 2, ... n entweder 
lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolgen darbieten. 

Um auf den Fall A^ = näher einzugehen , wollen wir annehmen, 
dass sämmtliche Subdeterminanten verschwinden, welche aus A^ vermöge 
gleichzeitiger Unterdrückung von beliebigen (m — 1) Horizontalreihen und 
(m— 1) Verticalreihen der a^;. hervorgehen, dass dagegen mindestens eine 
Subdeterminante von Null verschieden sei, welche die a^x nur in m Hori- 
zontalreihen und in m Verticalreihen enthält. Sei etwa, unter a, ß, . . . e 



*) Ballzer, 1. c. 
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irgend welche bestimmte m Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . it verstanden : 



c ^ 



«la 


Olß 


• • • 


Ou 


«1 






Ix 


<ha 

• • 


(hß 

• • 


• • • 
• • 


• • 


r, 

• 


• 


• « 




Oma 


(»mß 


• • • 


«m* 


«m 






tn. 


Va 


t>ß 


• • • 


Ve 












• 


• 


• • • 


• 












ta 


h 


• • • 


t. 













Alsdann ist e. h. für alle Werthe der x. 



$0. 



(18.) 



0|a 


fl|/9 • 


. . a,f 


«1 • 


. . t, 


A 


»2« 

• • 


fhß • 
• • • 


. . (hg 

• • • 


l?2 

• • 


• • »2 

• • • 


• 


Oma 


«m/S • 


• • ö^f 


«m . 


. . C 


/- 


o.« 


O.V9 • 


• • ö.^ 


Vi 


• • C|- 


fi 


• • 


• • • 


• • • 


. 

• • 


. . 

• • • 


• 



/. 



< 



ß 



• • • »^ 







/ 



= 0, 



(i = m + l, m + 2 ... n) 



welche Gleichung durch Entwickelung nach den Elementen der letzten 
Verticalreihe übergehen möge in: 

(18«.) /;c+Acp^+Acp>+...+/:c(->+rSB,+...+/2;, = 0. 

Für alle a:,, welche das System (10.) befriedigen, wird diese Gleichung 
(18**.) in der Form vollkommen identisch mit (7^), so dass durch Substitu- 
tionen der Gestalt (8.) die den Bedingungen (10.) unterworfene Form f 
übergeht in: 

(19.) /^ = aaX?+2anXi^2-h--- + a««-Xi, 
und die Gleichungen c = 0, tr = 0, ... / = in: 

f>iX^+ C2A2 + ---+ f>^X^ = 0, 



(19^) 



t,X,+ t,X^ + '-+ C-¥^ = 0*). 



*) Man erwäge, dass nach Definition der c^^ in (18**.): 

c.c + CiCj'J+CjCp^H f-f?^cf"') = etc. (t = m+l, m + 2, . . .). 
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Man hat also lediglich die Form JSJSaij,XiXj,{i, ä = 1, 2, . . . m) zu 
behandeln, in der die Grössen X, dem Systeme (19".) Gentige leisten. Die 
zu diesem neuen Systeme gehörige Determinante A (cfr. 11.) besitzt einen 
von Null verschiedenen Werth, wie man leicht aus dem Umstände schliessen 
kann, dass die Gleichung ^18**.) für alle Werthe von • zwischen 1 und n 
(incl. der Grenzen) giltig ist, dass also speciell auch (cfr. Schluss des Ab- 
schnitts I): 

{h= a, /?, ... B] / = 1, 2, ... m). 
Stellt man nämlich die Determinante -2* + c^^ c^'\ . . cj**^ in der Form dar: 



c^'^ 


ci'> . 




'K 


SBa . 


• • ^a 


c'P 


4'> .. 


. . 4"> 


«/» 


mp . 


. . %ß 


<^' 


of' . 




«. 


B, . . 


• f^e 
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. . 
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. . 1 



80 ergiebt sich nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten: 

A.2±{c^J^c^'\..c^'^^) = (-l)'"c'"+\ 
Darmstadt, im September 1880. 
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lieber eine Eigenschaft der ünterdeterminanten einer 

symmetrischen Determinante. 

(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 



Man denke sich in der symmetrischen Determinante 



Oll Öi2 . . . öl« I 
«21 0>27 • • • ^7n 



= ^, 



ö«i On7 • • • ^HH I 

WO a^y^^üyf, ist, die Elemente a^y als ganze Functionen einer Veränder- 
lichen o) mit realen Coefficienten und bezeichne den Coefficienten des ersten 
Elementes an in J mit z/n, in Jn den Coefficienten des ersten Elementes 
022 mit i^ii.22 7 in ^n.w den Coefficienten des ersten Elementes 0^3 mit ^u^r^M 
u. s. w. , und bilde so die Reihe der offenbar symmetrischen Determinanten : 

(1.) Jy z/ii, -«^11.22 ? -^11.2233 7 • • • ^\\.72.^nn1 

von denen jede dem Coefficienten des ersten Elementes in der vorhergehen- 
den gleich ist: dann ist die so gebildete Reihe der Functionen (1.) eine 
Sforinsche Reihe für die Gleichung J = und für das Intervall von co = a 
bis CO = 6 unter folgenden Bedingungen : 

1.) Es soll keine von den Functionen (1.) identisch, d. i. für alle 
Werthe von w verschwinden. 

2.) Die Summe 

(2.) ^a;.^,,^,. (:r,%'J:::::) 

soll in dem Intervalle a:.,b nicht verschwinden. 

Die Functionen (1.) behalten noch ihre Eigenschaft, wenn die zweite 
Bedingung durch die folgende ersetzt wird. 

2'.) Die quadratische Form 

2d^,yX^Xy (.^=1, 2, ... «; r=l, 2, ... n\ 
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deren Coefficienten von co abhängen, soll für alle Werthe von co, die im 
Intervalle a...b liegen, definit sein und nur dann verschwinden, wenn alle 
j?i , (C2 , ... x^ gleich Null werden. 



Wir betrachten zuerst den Fall, wo es in dem Intervalle a...b keinen 
Werth von co giebt, für den zwei auf einander folgende Functionen (1.) 
zugleich verschwinden: dann wird die angegebene Eigenschaft aus folgenden 
Eigenschaften der Functionen (1.) geschlossen: 

a.) Das letzte Glied der Reihe verschwindet nie, denn es ist gleich 1. 

/?.) Wenn für einen Werth von cd eine der Functionen z/n, z/n.22 n. s. w. 
verschwindet, so haben die zwei ihr benachbarten Functionen entgegen- 
gesetzte Zeichen, so dass die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe (1.), 
wenn w, stetig wachsend, durch einen solchen Werth hindurchgeht, unver- 
ändert bleibt. 

Dies folgt unmittelbar aus den Identitäten 



/ 4^11 . z/22 — «^12 = ^ • ^11. 



22? 



(3.) 



^11.22 • -^11.33 — -^11.23 — -«^ll • ^11.22 J3? 
^11.22.33 • '*^11.22.44 -^11.22.34 = ^11.22 • ^11.2233.447 

u. s. w. 

wobei ^^y,^j,gh den Coefficienten des Productes a^yO^r^^gh in ^^ d. i. den 
Coefficienten des Productes a^r'^gh in ^^^ bedeutet. 

Die erste dieser Identitäten findet man, indem man das Product 
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Ö12 


Ö13 • 


• . ÖJ» 




At 


z/,j 


-^13 • 


■ • ■^u 


fljl 


Ch2 


«23 • ' 


. «2» 




Jji 


Jn 


Jti . , 


• • -^2. 


Oji 


<hi 


033 . . 


• • «3« 


X 
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O-i 


«•2 
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• . o«» 
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, . 1 



berechnet; die übrigen lassen sich auf ähnliche Weise aus den Unterdeter- 
minanten z/n, z/i,.22 u. s. w. finden*). 

y.) Die Wurzeln der Gleichung J = sind in dem Intervalle a...b 
alle einfach. 

Die Ableitungen von J und J^ nach (o sind folgenden Doppel- 
summen gleich: 



*) Baliaer, Determinanten § 6, 2. 
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und da zwischen den Unterdeterminanten die identischen Gleichungen 

bestehen {Baltzer^ 1. c), so folgt, wenn man mit a),„ multiplicirt und über 
alle Werthe von /u^v summirt, 

(4.) z/n^-^u^ = £d,,J,^J,,, 

und da für eine Wurzel höherer Ordnung J und J' zugleich verschwinden, 
so würde auch die Summe verschwinden, was der Voraussetzung 2.) 
widerspricht. 

(T-) Wenn w, alle Werthe a...b durchlaufend, durch eine Wurzel der 
Gleichung J = hindurchgeht, so wird in der Reihe (1.) ein Zeichenwechsel 
verloren, wenn die Summe (4.) positiv, und gewonnen, wenn dieselbe Summe 
negativ ist. 

Die Formel (4.) lässt sich auch so schreiben: 

Wenn nun die Summe (4.) für alle Werthe o) = a^..b stets positiv bleibt, 

so wird der Quotient -j- bei wachsendem co stets abnehmen und allemal von 

— oo zu + oo übergehen, wenn J verschwindet, so dass dabei in der Reihe (1.) 
jedesmal ein Zeichenwechsel verloren geht. Im Gegentheil wird bei jeder 
Wurzel ein Zeichenwechsel gewonnen, wenn die Summe immer negativ 
bleibt. Aus diesen Eigenschaften folgt unmittelbar die angezeigte Eigen- 
schaft der Functionen (1.). 

Wenn für gewisse Werthe von w (im Intervalle a...b) zwei oder 
mehrere aufeinander folgende Functionen (1.) gleichzeitig verschwinden, so 
kann man stets durch beliebig kleine Variationen der Coefficienten von a^^ 
das gleichzeitige Verschwinden zweier auf einander folgenden verhindern. 

Es verschwinde die Function ^n,77,„^g'i dann ist 

und wenn man schon das gleichzeitige Verschwinden der Functionen -.^ii.m.^^ 
und ^ii.22...(^+i)(p+i) verhindert hat (was für die zwei letzten der Fall ist), so 
kann man die Coefficienten von a^(p+i), welche in den folgenden Functionen 
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nicht vorkommen, beliebig wenig und so variiren, dass die Function ^u^.(^_,)(^^i) 
nicht verschwinde. 

Da nun offenbar die Variationen der Coefficienten so klein gewählt 
werden können, dass die der variirten Determinante J + dJ entsprechende 
Summe 

für alle Werthe oi^a...h dasselbe Zeichen beibehält wie die ursprüngliche 
(2.) und die Eigenschaften a.\ /?.), yO? ^0 filr die Determinante ^+^^ be- 
stehen bleiben, so folgt, dass die Anzahl ihrer Wurzeln, welche zwischen 
a und h liegen, von der Reihe 

(6.) J-^dj, z/h + <J^11, ^II.22 + <^^1U2 ... ^11.22...«» 

angegeben wird, indem man statt o) die Werthe a und b einsetzt. 

Man kann aber annehmen, ohne der Allgemeinheit zu schaden, dass 
für CO = a und für co = 6 keine von den Functionen (1.) verschwindet; folg- 
lich werden beide Reihen (1.) und (6.) bei hinreichend kleinen Variationen 
dieselbe Anzahl Zeichenwechsel haben und die Anzahl der Wurzeln der 
variirten Gleichung ^^-|-(Tz/ = 0, welche im Intervalle a...b liegen, wird 
noch von der Reihe (1.) gegeben. 

Die beiden Gleichungen J = und J+dJ =^{) haben aber im Inter- 
valle a...6 gleich viele reale Wurzeln; denn bei hinreichend kleinen Varia- 
tionen der Coefficienten (welche real vorausgesetzt sind) bleiben die ima- 
ginären Wurzeln imaginär und die realen wieder real, mit Ausnahme der 
realen Wurzeln höherer Ordnung, von denen einige imaginär werden können ; 
solche Wurzeln hat aber die Gleichung ^ = nicht. 

Daraus folgt, dass, wenn die Bedingungen 1.) und 2.) erfüllt sind, 
die Anzahl der realen Wurzeln der Gleichung ^/ = immer von der Reihe 

^9 ^m -^11.22? • • • ^Il.22...iiii 

angegeben wird. 



Sei jetzt die quadratische Form 

(7.) 2al^yXf,Xy 

für alle Werthe cü = a...6 definit und von Null verschieden, ausser wenn 
alle Xf, gleich Null sind. Dann werde ich zeigen, dass die Reihe der 
Functionen (1.) noch dieselbe Eigenschaft hat. 

Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 3. 31 
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Unter den gemachten Voraussetzungen 1.) und 2'.) verschwindet 

die Summe 

(8.) 2a!^yJ^^Jiy 

nur, wenn J^^=z j^^ = j^^ :=...=: j^^ alle gleich Null werden. Wenn es 
nun im Intervalle a..,b keinen Werth giebt, für den alle z/,^ gleich Null 
werden, so bleibt die Summe (8.) von Null verschieden; also ist nach dem 
Vorhergehenden der Satz bewiesen. Giebt es aber solche Werthe, und ist 
p einer derselben, so genügt es, den Satz für das beliebig kleine Intervall 
p-'€...p + e zu beweisen, um daraus seine Gültigkeit für das ganze Inter- 
vall a...b zu schliessen. Zu dem Ende brauche ich folgende Sätze. 

1.) Der Grad des Nullwerdens zweier auf einander folgenden Func- 
tionen (1.) ist entweder gleich oder um Eins verschieden. 

Wenn D irgend eine der Determinanten (1.) bedeutet, z. B. die 
^it...(e-')(e-o ^^^ ^ee ^^^ nächstfolgende, und sind D^^, ^^,^+1, .-• ^^« die Coef- 
ficienten der Elemente o^^, «^,^+17 • • • «e» ^^ D, so giebt die Gleichung (4.), 
auf die symmetrische Determinante D angewandt. 

Die quadratische Form 

geht aus der Form (7.) hervor, indem man Xi = ir2 = --- = a:^-.i = setzt; 
folglich ist auch diese definit (für cü = a...6) und verschwindet nur fUr 
aj^ = a?^^j = ... = a?^ = 0, so dass auch die Summe (9.) nur verschwindet, 
wenn alle i>^^ = D^^^i = ... = i>^^ = sind. 

Es werde jetzt für co =p die Determinante D gleich Null und zwar 
vom Grade X. Wenn für co = p die nächstfolgende Determinante D^^ nicht 
verschwindet, so ist die Summe links (9.) von Null verschieden, also auch 
D' von Null verschieden, und desshalb il = 1. Wird aber auch D^^ gleich 
Null, so sei T der Grad ihres Nullwerdens. Wenn t ungleich l ist, so 
ist der Factor co— p in der rechten Seite der Gleichung (9.) (A+x— l)-mal 
enthalten und nicht mehr: denn es ist 

folglich 



i 
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Hieraus schliessen wir, dass auch die linke Seite der Gleichung (9.) durch 

die (i+r— l)*ö Potenz von (a—p theilbar sein muss, aber durch keine 
höhere. 

Dieses aber geschieht nur dann, wenn alle D^^, ^^.^+1? ••• D^^ durch 

{(O—p) ^ theilbar sind. (Dass die Zahl X+z—l eine gerade Zahl sein 
muss, sieht man unmittelbar aus der Summe selbst, weil ihr Zeichen un- 
verändert bleiben muss.) In der That findet man, wenn man die Summe 
zweimal differentiirt und beachtet, dass D^^ = D^^^i = ... = D^, alle Null 
für cü =p werden, 

J?a;,/)^^Z);, = flir (o=p. 

Folglich ist 

D'gu = (^ = p, () + 1, . . . w) für ü} = p. 

Durch viermaliges Differentiiren derselben Summe ergiebt sich ebenfalls 



also 



£a'D'' D' =0 für co = p. 



D''=0 (a = p, p+1, ... n). 



Auf diese Weise findet man, wenn man (A + r— l)-mal differentiirt, dass 
alle D^^, ^^,0+1? ••• ^Qn und ihre Ableitungen bis zur Ordnung ii^+T — l) 
verschwinden müssen. Es sind also alle D^^ durch die H^ + ^— 1)^® Potenz 
von W—p theilbar. 

Die Function D^^ ist aber durch die Potenz r theilbar und durch 
keine höhere; es muss also sein 



2 

oder 

Es ist aber auch 

D=^£a^iD^, (« = e, e + 1, ... n), 

und da alle D^, durch (to— p)*^^+^"*^ theilbar sind, so ist auch D durch 
dieselbe Potenz theilbar: folglich ist 

oder 

T-1. 



Daraus folgt, dass, wenn nicht /. = r ist, ihr Unterschied nicht grösser sein 
kann als Eins. 
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2.) Wenn w^ alle Werthe von p — s bis p+s stetig durchlaufend, 
durch den Werth p hindurchgeht, so werden (bei positiver Summe) von 
zwei auf einander folgenden Functionen der Reihe (1.) 

l — T Zeichenwechsel verloren, wo X den Grad des Nullwerdens des ersten 
und T denjenigen des zweiten bedeutet. 

Die Formel (9.) kann auch so geschrieben werden: 

Wenn nun A — t = 1 ist, so sehen wir hieraus, dass der Quotient -^ , der 

für cü=p unendlich gross wird, bei wachsendem w beständig abnehmen 
muss; folglich geht er von —oo zu +3c über, und desshalb wird ein 
Zeichenwechsel verloren. 

Wenn aber i — t = — 1 ist, so wird der Quotient Null für cd =p 
und da er immer abnehmen muss, so folgt, dass er von + zu — übergeht, 
also wird ein Zeichenwechsel gewonnen. 

Der Fall, wo A = t ist, ist von selbst klar. 

Bei negativer Summe (7.) geschieht das in umgekehrter Weise. 

Dieses vorausgeschickt, nehme man das Intervall p — c.p + e^ so 
klein , dass J in ihm nur für tw = ;? verschwinde , und sei tn der Grad 
seines Nullwerdens; dann werde ich zeigen, dass, indem w stetig wachsend 
dieses Intervall durchläuft, in der Reihe 

^9 ^W^ ^11.22? ... ^II.22...iin 

m Zeichenwechsel verloren gehen (bei positiver Summe),, oder gewonnen 
werden (bei negativer Summe). 

Sei Uli der Grad des Nullwerdens von ^/«, mi derjenige von ^i,,2 
u. s. w.; Vom ersten Glied der Reihe (1.) zum zweiten werden m— »ii Zeichen- 
wechsel verloren, vom zweiten zum dritten i»i — m, , vom dritten zum vierten 
»12 — 1113 u. s. w. fort: Es werden also in der ganzen Reihe m Zeichenwechsel 
verloren. 

Es folgt hieraus, dass für jedes Intervall a..,b, innerhalb dessen die 
quadratische Form 2d^^x^x^ definit ist und nur für a?i = x, = ••• = a?, = 
verschwindet, die Functionen 

^9 ^Ui ^11.227 • • • ^11.22...m» 

für die Gleichung ^ = eine S/tiriwsche Reihe bilden. 
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Anwendung. 
Sei die Gleichung gegeben: 

All — ^9 -^^12 7 • • • ^In 

-^21 7 -^22 "■ ^^ ... A'i^ 



(11.) 



... 



A- — CO 



— A — A 



'V^' 



Die quadratische Form (7.) ist hier —S,x\; sie bleibt stets negativ und ver- 
schwindet nur, wenn alle a?^ Null werden. Folglich ist die Reihe der 
Functionen 



^i-co 



A- — CÜ 



'nn 



Aii — iXi 



i4.« — CO 



'»n 



-4« — CO 



-4.„— CÜ 



■nif 



, . . . -4.„-CÜ, 1 



für jedes Intervall eine Stermsche Reihe. 

Die Anfangsglieder dieser Functionen sind 



(-<, (-<-', (-«>) 



«-2 



— CO. 



1, 



woraus man unmittelbar sieht, dass alle Wurzeln der Gleichung real sind. 
Wenn die quadratische Form 2, A^y x^ Xy definit und als Summe von 
nicht weniger als n Quadraten darstellbar ist , so müssen alle Wurzeln der 
Gleichung (11.) positiv oder alle negativ sein. Folglich sind die Deter- 
minanten 



Au 



'UM 



'22 



'nn 



L33 



'nn 



, ... JTM. 



nnf 



entweder alle positiv, oder abwechselnd positiv und negativ. 

Ich wül noch bemerken, dass sich die Realität der Wurzeln der 
Gleichung dritten Grades 

Au — cü Ai2 Ali 

^ = A21 A22 — (O -^23 = 0, 

A^i Ai2 A^i — ü) 

welche bei der Bestimmung der Hauptaxen der Flächen zweiter Ordnung 
auftritt, mit Hülfe der Unterdeterminanten am leichtesten beweisen lässt. 

Zu dem Ende nehme man das A23 als verschieden von Null an, und 
bezeichne die Wurzeln der Gleichung ^,, = 0, welche real und ungleich 
sind, mit l und fi (sei 1<ili): dann zeigt die Identität 

^11^22— ^n = ^.(^33 — «>), 
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dass die Function z/.(^33 — co), welche mit cd* anfängt, 

für CO = — oo positiv, 

für cü = A nicht positiv, 

für w =z fi nicht positiv, 

für CO = — oo positiv 

ist; folglich hat die Gleichung vierten Grades -^/.(-^aj — co) = eine reale 
Wurzel im Intervalle — 00...A und noch eine im Intervalle ^••• + 00; sie 
hat aber noch die Wurzel co = ^33 , welche, wie leicht zu sehen , zwischen 
l und fi liegt. Sie hat also lauter reale Wurzeln, und deshalb hat auch 
die Gleichung J = drei reale Wurzeln. 
Sei zweitens die Gleichung gegeben 

(12.) \A^,(o+B^,\ = Cii,y = 1, 2, . . . n), 

wobei A^y = Ay^ und B^y =^ B^^ ist. Unter der Voraussetzung, dass die 
quadratische Form JSA^yX^Xy definit ist und nur für a?i = ajj = ••• = ir« = 
verschwindet, bilden die Functionen J, Jn u. s. w. für jedes Intervall eine 
5/tfrmsche Reihe. Die Anfangsglieder sind nun 

wobei P, Pu, Pn.M u. s. w. die Determinante \Af,y\ und ihre Unterdeter- 
minanten bedeuten, und da sie entweder alle positiv oder abwechselnd positiv 
und negativ sind, so folgt, dass alle Wurzeln der Gleichung (12.) unter 
der gemachten Voraussetzung real sind. Bedeuten 9>i(cü), y2(ö>), ... q>n{^) 
beliebige ganze Functionen von co, deren Ableitungen (Pi{(jd) ... yl(cü) alle 
stets positiv oder alle stets negativ bleiben, so hat die Gleichung 

<Pi{(^) Au ... Au 



All 9)2 (w) ... ^2, 



= {A^y = Ay^ = const.) 



Ai A^i ... y„(cü; 

immer nur n reale Wurzeln. 

Endlich bemerke ich, dass, wenn die Determinante |a^y| das Quadrat 
einer beliebigen Determinante ist, der Satz auf die symmetrische Determinante 

WO $^y = 0, wenn fi $ y, und 8^y gleich einer positiven Zahl, wenn At = v, 
immer anwendbar ist. 
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In der That, wenn \a'^y\ = \A^y\'^ vorausgesetzt wird, so ist 
folglich ist die Summe (7.) 

und wenn die Determinante 1-4^^1 nie verschwindet, so gilt der bewiesene 
Satz ftlr die Gleichung |o^y| = 0. 

Athen, den 3. December 1880. 
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TJeber ein Kriterium von Steiner in der Theorie 

der Kegelschnitte. 

(Von Herrn: Eugen Hunyady in Budapest.) 



kleiner bestimmt in seiner Abhandlung „Teoremi relativi alle couiche 
inscritte e circoscritte*)" eines durch drei Punkte gehenden Kegelschnittes 
von gegebenem Mittelpunkt, die Art desselben, indem er das folgende Kri- 
terium ausspricht: 

„Sind A, J9, C drei Punkte eines Kegelschnittes und P sein Mittel- 
punkt, so lässt sich die Art des fraglichen Kegelschnittes auf folgende 
Weise bestimmen: Sind ÄB'C die Mittelpunkte der Seiten des Dreieckes 
ABCf so theilen die Verbindungsgeraden der Punkte ÄB'C die Ebene in 
sieben Theile, von welchen einer im Inneren des Dreieckes ÄB'C liegt, 
drei sich über die Ecken und drei sich über die Seiten erheben; liegt nun 
der Mittelpunkt P in den ersten vier Theilen der Ebene, so ist der Kegel- 
schnitt eine Ellipse, wenn hingegen P in den letzten drei Theilen liegt, 
dann ist der Kegelschnitt eine Hyperbel.'' 

Die folgenden Zeilen haben den Zweck, das Kriterium von Steiner 
analytisch zu beweisen. 

1. Bezeichnet man mit 1, 2, 3 die drei ersten Punkte und mit 4 
den Mittelpunkt, ferner mit 1', 2', 3' die Mittelpunkte der Dreiecksseiten 
23, 31, 12, so hat man unter Beibehaltung der in der Abhandlung „Ueber 
die von Möbius gegebenen Kjiterien etc. etc. **)" gebrauchten Bezeichnungen, 



*) Dieses Journal Bd. 30, p. 97. 
**) Dieses Journal Bd. 89, p. 70. 
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für den durch die Punkte 1, 2, 3 gehenden Kegelschnitt die folgende 
Gleichung : 

(1.) Ai (120) (310) + ^2 (120) (230) + A3 (310) (230) = 0. 

Um die Art dieses Kegelschnittes zu bestimmen vergleiche man seine Glei- 
chung mit der folgenden: 

(2.) ax'+2bxy + cy^+2dx + 2ey + f = 0, 

wodurch sich flir a, b, etc. die folgenden Werthe ergeben: 



(3.) 



2a 
2c 
2f 
2b 
2rf 
2e 



^1 ( f 12 f 31 + f 31 ^12) + ^ ( f 12 ^23 + 123 f 12) + ^3 (f 31 ^23 + f 23 ^31 ) 9 
^1 (^12 %1 + %l ^12) + ^2 (^12 ^23 + ^23 ^12) + ^3 (^31 ^23 + »723 ^3l) , 
^1 (?12 ?31 + ^31 C12) + ^2 (?12 C23 + ?23 C12) +^(^31 ^23 + ^23 ^31 ) 5 

^1(^12 ^31 + ^31 ^12) +^2 (^12 ^23 + ^23 ^12) + ^3(^31^23+^23 ^31) 7 
^1 ( ?12 b31 + b31 bn) + ^ (bl2 b23 + b23 bw) + ^3 (b3l b23 + ^23 b3l) 7 
^I (^12 S3I + ^31 C12) + ^ (^12 ?23 + ^23 ^12) + ^ (^31 ^23 + ^23 C31) • 



Nun ist der Kegelschnitt (2.) Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 

ac— 6'^ 0. 

Man hat also, um die Art des Kegelschnittes (1.) zu bestimmen, zuerst die 
Grösse ac — b'^ durch Einsetzung der Werthe in (3.) zu berechnen. Um diese 
Berechnung auszuführen, schlage man den folgenden Weg ein: 



(4.) 



und denke sich in der letzten Determinante die Werthe aus (3.) eingesetzt; 
eine Umformung derselben wird dadurch bewirkt, dass man die Gleichung 
(4.) mit der folgenden multiplicirt: 

Xi X2 Xi 

(5.) (123) = 











2a 26 


a b 




2a 2b 








— 




= 


26 2c 


b c 




26 2c 




2d 2e 1 



Vi 

1 



1 



Vi 

1 



4(ac-6').(123) = 



Durch Mnltiplication nach Colonnen ergiebt sich dann: 

(123) jA,|„+A3l„l (123)1A,|„ + A,|„| (123)1^,^31+^1« 

(123)|^t;„+A,77„| (123)|Ä,77„+Äj77„| (123) |A.»?jt+^»?«| 

111 
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oder 



(6.) 4(oc-6') = -(123) 



1 



^1 9 12 T" ^ b23 

^1 ^12 T" ^3 ^23 

^1 bl2 + ^3 b23 
1 



*1S31 + *2SJ3 
1 






1 





nnd durch abermalige Maltiplication mit 



(7.) (123) = 



1 




Xt Xi 
1 1 









1 



erhält man: 



4(oc-6') = - 





(123)^3 

(123) ij 

1 



(123) i, 


(123)i. 

1 



(123) Aj 
(123)i, 



1 



1 
1 
1 





(8.) 4(ac-6') = -(123y 





^3 
1 



^3 


K 
1 




1 



1 
1 
1 





Es ist also der Kegelschnitt (1.) Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 



(9.) 





^3 

1 



A3 ^2 

Xi 

Xy 

1 1 



1 
1 
1 




0. 



2. Der Mittelpunkt 4 des Kegelschnittes (1.) genügt den folgenden 
Gleichungen : 

l^l(«2ll2 + «3l3l) + ^2(«lln + «3lj3) + ^3(«ll31 + «2lM) = 0, 
*^l(«l'7u + «3»?3l) + ^l(«l»?12+«3»?J3)+^3(«l»?3I + M2'?23) = 0, 



(10.) 



wenn der Kürze halber gesetzt wird: 

(11.) (234) = «,, (314) = «,, (124) = «,, (123) = «4. 
Aus (10.) ergiebt sich für die Grössen X: 
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«1^12 + «3 ^23 «1^31 + ««2 %3 



A»! J ^2 • ^3 ~~ 
uJzi+fhSlZ «2^12 + «^ ^31 

«1%1 + W2^23 W2^12 + «'3^31 



V2Sl2 + uJn «lfl2 + tt3f23 
«2 ^12 + «3 %1 «1 ^12 + «3 ^23 



Durch Transformation der rechts stehenden Determinanten ergiebt sich femer, 
wenn man z. B. die erste so schreibt: 

^1^12 + 113^23 «1^3l + «2f23 
«1^12 + «3^23 Wl^3I+W2^23 

W1C12 + W3C23 «i?3I + tt2C23 1 

und dann mit (5.) multiplicirt : 

tlill4(— Wi + tlj+tfa), 

und in ähnlicher Weise fllr die zweite und dritte Determinante: 

W2«4(«l— tt2 + «3), 
«3 «4 («1 + «2— «3)7 

SO dass man hat: 

X^:l2l^i = Wx(— Wi + W2 + «3):tt2(«'l— «2 + tt3):w3(«i + W2 — «3), 

oder wenn man mit (> einen Proportionalitätsfactor bezeichnet: 

^1 = (>«l(~ttl+W2 + W3), 

(12.) "A2 = ()tt2( «li-fl2 + W3), 

A3 = Qthi ««l+«2-W3), 

durch deren Einsetzung die Bedingungen in (9.) nach Vernachlässigung des 
Factors q^ in die folgenden übergehen: 



«sf «l + «2— «3) «j( «1— «» + «3) 


1 


«j(«l+ttj — «3) «l(-«I + »2 + «3) 


1 


«j(«l— «2 + «3) «l(— «l + «J+«3) 


1 


1 1 1 






0. 



Multiplicirt man ferner in der links stehenden Determinante die Zeilen der 
Reihe nach mit tij , ti2 , 1^3 , tii U} 113 und dividirt die ersten drei Colonnen durch 
thu^^ ti|fi3, tiifh^ Bo hat man ferner: 






«, + tti — «3 


Ui-th + th 


«l 


«i+«a — «3 





— U1 + U2+U3 


«2 


Ui — th + Ui 


— «, + ttj + «3 





1h 


«1 


«2 


«3 



32 



0. 
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Zieht man dann von den ersten drei Colonnen die vierte ab, so ist 



—«1 

«ll — «3 
W| — Wj 

«1 



Wj — «3 
— Wj 

U1+U2 



W2 + W3 

W3 



II3 





0, 



und durch Multiplieation der links stehenden Determinante mit: 



1 
1 
1 
1 



111 
1-1 1 
1 1-1 
1 --1 -1 



= 16 



geht die vorhergehende Bedingung in die folgende über: 

Nun ergiebt sich leicht nach Berücksichtigung der Eingangs gewählten Be- 
zeichnungen für die Mittelpunkte der Seiten 23, 31, 12 



Ui+fh + Ui = 

W1 + W2— W3 = 



4(r2'3') 

4(2'3'4) 
-4(r3'4) 

4(1' 2' 4), 



wonach die vorhergehenden Bedingungen in die folgenden übergehen: 

(13.) (1'2'3') (2'3'4) (1' 3'4) (1'2'4) ^ 0. 

Diese enthalten das Eingangs erwähnte Kriterium, indem man ähnlich wie 
in der früher citirten Abhandlung „Ueber die von Möbius gegebenen Kri- 
terien" etc. zu dem Schluss gelangt, dass für die zweite der obigen Bedin- 
gungen die vier Punkte 1', 2', 3' und 4 gegen einander eine solche Lage 
haben, dass je drei derselben den vierten Punkt ausschliessen, während die 
erste Bedingung eine derartige gegenseitige Lage der vier Punkte bedingt, 
dass einer derselben in dem von den drei übrigen bestimmten Dreieck liegt, 
mit Rücksicht hierauf kann das S/mersche Kriterium noch wie folgt aus- 
gesprochen werden: 

^8t ein Kegelschnitt durch drei Punkte und den Mittelpunkt gegeben, 
so ist der so bestimmte Kegelschnitt eine Hyperbel, wenn sich die vier ge- 
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gebenen Punkte gegenseitig amschliessen, dagegen ist der fragliche Kegelschnitt 
für jede andere Lage der vier Punkte eine Ellipse'^. 



Ich benütze diese Gelegenheit, um zu erwähnen, dass Herr Durdge 
auf mehrere Fehler, die sich in der Abhandlung „Ueber die von Möbius ge- 
gebenen Kriterien etc." d. J. Bd. 89 befinden, aufmerksam gemacht hat. 
Was die Fehler selbst betriflft, glaube ich auf den berichtigenden Aufsatz 
des Herrn Durdge (Sitzungsberichte der Wiener Akad. Jhrg. 1880 Juniheft) 
verweisen zu dürfen. 

Budapest im Januar 1881. 
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Ueber das sogenannte Eestproblem in den chinesischen 
Werken Swan-king von Sun^tsze und Tayen lei schu 

von Yih'hin^. 

(Von Herrn Ludwig Maiihiessen in Rostock.) 



Im Jahre 1852 veröffentlichte der Engländer und chinesische Jour- 
nalist Alexander Wylie in Shangai einen Aufsatz betitelt: „Jottings on the 
science of Chinese arithmetic" zuerst im North China Herald, dann 1853 
im Shangae Almanac. Nach einer brieflichen Mittheilung des Verfassers 
vom Jahre 1874 sind die gedachten Artikel in Shangai nicht mehr aufzu- 
treiben. Ein Exemplar scheint durch einen glücklichen Zufall in die 
Hände des Herrn K. L. Biematzki in Berlin gelangt zu sein, jedoch fehlen 
leider hierüber genauere Nachrichten. Von jenem Aufsatze veröffentlichte 
Biematzki nun einen für die Geschichte der Mathematik ausserordentlich 
interessanten Auszug im 52. Bande dieses Journals (1856) betitelt: „Ueber 
die Arithmetik der Chinesen", welcher später auch die Aufinerksamkeit aus- 
ländischer Mathematiker erregte. Der Aufsatz wurde übersetzt von Terquem 
in den Nouv. ann. math. XXH. 1863 und von Joseph Bertrand in dem Journal 
des Savants 1869. In demselben findet sich eine kurze Mittheilung über 
die Tayen in dem algebraischen Werke Swan-king von Sun-tsze (250 
n. Chr.) und seinem Commentator Tsin-hiu-tschaü (1210 — 1290), so wie 
über die Verallgemeinerung der Tayen im Tayen lei schu des buddhi- 
stischen Priesters in China, Yih-hing (f 717), nebst einer fast vollständigen 
Uebersetzung des Commentars mit Aufgaben-Sammlung in neun Kapiteln 
von Tsin-kin-tschaü. Diese Tayen (grosse Erweiterung) ist jedenfalls eine 
der besten Leistungen der Chinesen auf dem Gebiete der Zahlentheorie. 
Bis vor Kurzem ist seltsamerweise das eigentliche Wesen der Methode 
Tayen unverstanden geblieben, wodurch erklärlich wird, dass z. B. Hankel 
in seiner Geschichte der Mathematik des Alterthums die Meinung ausspricht. 
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dass die Tayen der Chinesen und die Kuttaka der Inder ein und dasselbe 
seien, sich also auf die Auflösung des Systems unbestimmter Gleichungen 

iV = «»1 a?! 4-^1 = f^^2 + ^2 = nhx^+r^ = •• • 
beziehen. Dass diese Methoden nun wesentlich von einander verschieden 
sind, und zwar die Kuttaka d'hyaya des Brahmagupta (geb. 598) mit der 
Methode der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers von 
Backet, die Tayen des Sun-tsze dagegen mit der Congruenzmethode von 
Gauss (Disquis. arithm. § 36) identisch sind, ist von mir in mehreren früheren 
Aufsätzen*) nachgewiesen worden. 

Von besonderem Interesse ist aber die verallgemeinerte Tayen- 
Methode von Yih-hing und zwar desshalb, weil sie sich in keinem unserer 
modernen Werke über Zahlentheorie findet. Das Theorem aufzustellen, 
worauf sich diese Verallgemeinerung gründet, ist der Zweck der folgenden 
Zeilen. Da sich in die im 52. Bd. S. 77 — 80 dieses Journals befindlichen 
Darstellungen der speciellen und der allgemeinen Methode durch ein man- 
gelndes Verständniss der Uebersetzer an gleichen Stellen Irrthümer einge- 
schlichen haben, so wird es sich empfehlen, dieselben hier zu recapituliren. 

Die Regel des Sun-tsze wird mit vier, durch Reime harmonisch ver- 
bundenen Zeilen, welche ihren Inhalt ganz allgemein ausdrücken, eingeleitet 
und dann sofort in folgende Aufgabe**) eingekleidet: „Eine Zahl, durch 
3 dividirt , giebt den Rest 2 ; durch 5 dividirt , den Rest 3 und durch 7 di- 
vidirt, den Rest 2: welches ist die Zahl? Antwort: 23". Das Verfahren, 
wie diese Aufgabe zu lösen sei, wird durch folgende mystische Worte an- 
gedeutet: „Dividirt durch 3, giebt Rest 2: schreibe 140; dividirt durch 5, 
giebt Rest 3: schreibe 63; dividirt durch 7, giebt Rest, 2: schreibe 30; 
diese Zahlen addirt, giebt 233; davon subtrahirt 210, giebt den Rest 23, 
die gesuchte Zahl." Dieser abrupten Bemerkung folgt die eben so apho- 
ristische Notiz: „Für 1, durch 3 gewonnen, setze 70; für 1, durch 5 ge- 
wonnen, setze 21; für 1, durch 7 gewonnen, schreibe 15; ist die Summe***) 
106 oder mehr, so subtrahire davon 105, und der Rest ist die gesuchte Zahl." 



*) lieber die Algebra der Chinesen (Schreiben an Cantor), Schlömilch, Zeitsebr. f. 
Math. u. Phys. XIX. S. 270. 1874. — Vergleichung der indischen Kuttaka und der 
chinesischen Tayen -Kegel (Sitzungsber. der math.-naturw. Section in den Verhandl. 
der Philologen- Versammlung zu Rostock 1875), Comptes Kendus 1881. 

**) Dieselbe Aufgabe mit denselben Zahlen findet sich im Swan-fa-tong-tsong von 
Pin-kue (1590). Vgl. Journ. asiat. (3) VII. 1839. 

^*) Nämlich die Summe der mit den resp. Resten multiplicirten Httlfszahlen. 
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In dem Commentar von Tsin wird nun die Ta-yen im Anschlnss 
an die zuletzt von Sun-tsze gegebene Notiz folgendermassen beschrieben: 
Man multiplieire die drei Divisoren 3, 5 und 7, wodurch man die Zahl 105 
erhält, welche ,,Stammerweiterung" heisst Diese dividire man durch die 
^bestimmte Stammzahl^' (Primzahl), hier die Zahl 7, so ist der Quotient die 
JErweiterungszahl" 15. Diese dividirt durch 7 lässt 1 als Rest (welches 
der , Jtfnltiplicator*' ist) *) ; mit dem Multiplicator 1 aber vermehrt, giebt sie 
als Product die „HUlfszahl^^ 15. Dadurch ist erklärt, warum es bei Stm-tste 
heisst: Für 1, durch 7 gewonnen, schreibe 15. Auf dieselbe Weise werden 
die andern HUlfszahlen gesucht, nämlich: 105:5 oder 21 ist die zweite 
Erweiterungszahl; 21:5 giebt den Rest 1 (welcher der zweite Multiplicator 
ist)*^, und 21X1 oder 21 ist die zweite Hülfszahl. Ebenso 105:3 = 35, 
welche Zahl durch 3 dividirt, den (Rest 1 ergiebt, wenn der Multiplicator 
von 35 gleich 2 genommen wird) ***), und die dritte Hülfszahl wird 35 X 2=70; 
also: „1 durch 3 gewonnen, schreibe 70". Mit den drei Hül&zahlen wird 
nun die Rechnung fortgesetzt, indem jene mit den in der ursprünglichen 
Aufgabe genannten Resten multiplicirt werden, nämlich: 

70 X 2 = 140, 21 X 3 = 63, 15 X 2 = 30. 
Hierin finden die oben als mystisch bezeichneten Worte des Sun-hze, welche zur 
Lösung der Aufgabe Anleitung geben sollten, ihr Verständniss, und es bleibt 
nun noch übrig, was eben dort verlangt wird, zum Vollzug zu brmgen, nämlich : 

140+63 + 30 = 233; 233-105 = 128; 128-105 = 23, 
welches die gesuchte Zahl ist 

Um diese Rechnung übersichtlich zu machen, stellen wir die Ope- 
rationen folgendermassen zusammen: 



Bestimmte 
Primzahlen 




nij = 8 
w, = 7 



r, = 2 
r, = 3 
r. = 2 



ö.l.k, = 1 (mod3) 
3.7.Ä, = 1 (mod5) 
3.5.Ä, = 1 (mod7) 



Multipli- 
catoren 



HUlfszahlen 



*i = 
Ä. = 



2 

1 
1 



5.7.Ä, 
3.7.Ä, 
3.5.Ä, 



70 
21 
15 



*) An dieser Btelle ist der Text corrumpirt; es muss heissen: wenn der Multi- 
plicator der ErweiteruDgszahl 15 gleich 1 genommen wird; also 1.15^ 1 (mod7). 

**) Ebenso wie vorhin muss es heissen: wenn der Multiplicator von 21 gleich 1 
genommen wird; denn 1.21^1 (mod5). 

^^) Der Sinn dieser im Text ganz offenbar corrumpirten Stelle, hat so seine 
richtige Fassung; denn 2.35=1 (mod3). 
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Die gesachte Zahl ist 

iV= 2. 2. 5. 7 + 3. 1.3. 7 + 2. 1.3. 5-3. 5. 7« = 233-105«. 

Im speciellen Falle, wo « = 2 gesetzt wird, erhält man die kleinste Lösung 
23. Diese Erweiterungsrechnung oder Ta-yen diente späteren chinesischen 
Gelehrten zur Berechnung astronomischer Verhältnisse, namentlich der 
Cykeln und Epicykeln. Spuren davon finden sich bei den Byzantinern*), 
auch in neuerer Zeit im Occident**), endlich ist sie nacherfunden wie es 
scheint, und wissenschaftlich dargestellt von Gauss***). Dieser Zahlen- 
theoretiker stellt dieselbe Methode folgendermassen dar: 
Wenn die Moduln der Congruenzen 

N^Ti (modiWi), iV^rj (moduta), N^r^ (moduia), etc. 

sämmtlich relativ prim sind, so suche man die Zahlen a, ß, y, etc. , welche 
folgenden Congruenzen genügen: 

a ^ (mod -^) , a^l (mod nii), 
ß = (mod-^), ß = l (modm,), 

y^O (mod -~) , y ^ 1 (mod Wa), etc. 

wo mim2nh... = m gesetzt ist. Alsdann kann man setzen 

N ^ «r|+/3r2 + yr3 + -** (modw). 

Diese Auflösung ist vorzuziehen, wenn mehrere Probleme von constanten 
Moduln vorgelegt sind. In diesem Falle behalten die Httlfszahlen «, /5f, y, . . . 
immer dieselben Werthe. Man bedient sich dieser Methode in der Chro- 
nologie t). 

Das Buch von Yih'hing, betitelt „Ta-yen lei schu" hat bei den Chi- 
nesen eine grosse Berühmtheit gehabt, ist deswegen auch häufig commentirt 
worden, namentlich durch Tsin-ktu-Tschaü in einem Werke in zwei Theilen, 



*) Man vergl. Nicomachi Geraseni Pvthagorei introductionis aritbm. libri duo; 
rec. Rieh. Hoche, Leipzig 1866. Anhang: rrobl. V. anonymi auctoris. 

**) Schäfer, J. Ch., Die Wunder der Rechenkunst. 60. Aufgabe. Weimar 1842. 

***) Disquisitiones arithmeticae § 36. — Vorlesungen über Zahlentheorie von 
Lejeune-Dirichlet. Herausgegeben von Dedehind. § 25. Braunschweig 1863. 

f) Die Quelle, worauf sich Gatiss zu beziehen scheint, ist leider unbekannt. Be- 
merkenswerth bleibt, dass GatLss ganz dieselben Zahlen wie bei Sun-tsze mit dem 
Namen „Httlfszahlen^ bezeichnet. 
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jeder von neun Kapiteln. Der Inhalt des ersten Theiles, der von Wylie 
fast vollständig mitgetheilt wird, ist kurz folgender: 

1. Kap. Von der Berechnung der Htilfszahlen. 

2. Kap. Berechnung der drei Cykeln. 

3. Kap. Aufgaben aus der Gesellschaftsrechnung. 

4. Kap. Aufgaben aus der Geld- und Wechselrechnung. 

5. Kap. Aufgaben über Kauf und Verkauf. 

6. Kap. Bewegungsaufgaben. 

7. Kap. Das Problem der Courriere. 

8. Kap. Baurechnung. 

9. Kap. Ueber Criminalsachen. (Der Reisdiebstahl.) 

Von hervorragendem Interesse ist nun der Inhalt des ersten Kapitels; der- 
selbe besteht nämlich in einer Verallgemeinerung der Methode von Sun-tsze 
für den Fall, dass die Moduln nicht relative Primzahlen sind. 

Yih-hing geht aus von den zu Moduln bestimmten vier Hauptzahlen 
1, 2, 3, 4 und sucht dazu die Hülfszahlen. Man bilde aus den gegebenen 
Zahlen die folgenden Producte: 

1X2X3X4 = 24, 
1 X 3 X 4 = 12, 
1X2X4= 8, 
1X2X3= 6. 

Diese Producte werden dann als „Erweiterungszahlen" mit den vier Haupt- 
zahlen in zwei Reihen zusammengestellt: 

Hauptzahlen: 1 2 3 4 

Erweiterungszahlen: 24 12 8 6. 
Die Summe der letzteren giebt die „grosse Erweiterungszahl" 50 und das 
Product von je zwei unter einander stehenden, einer Haupt- und einer Er- 
weiterungszahl, beträgt jedesmal 24. Diese Erweiterungszahlen eignen sich 
jedoch nicht zu einer Bestimmung der Hülfszahlen, weil sie den gemein- 
schaftlichen Factor 2 besitzen. Deshalb werden sie durch diesen gemein- 
schaftlichen Factor in der Weise verkleinert, dass in zwei neuen Reihen 
das Product von je einem relativen Primmodul mit der unter ihm stehenden 
Erweiterungszahl gleich 12 ist, nämlich: 

Relative Primzahlen: 1 13 4 
Erweiterungszahlen: 12 12 4 3. 
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Nun werden die Erweiterungszahlen durch die darüber stehenden relativen 
Primzahlen so lange diyidirt, bis 1 als Rest bleibt; also 

Relative Primzahlen: 113 4 
[Reste]*) Multiplicatoren : 1113. 

Diese Multiplicatoren werden nun im Fortschritte der Rechnung als Multi- 
plicatoren für die zuvor aufgeführten Erweiterungszahlen 12, 12, 4, 3 ge- 
braucht, woraus, unter Wiederholung der relativen Primmoduln, die Reihen 

Relative Primzahlen: 1 13 4 

Erweiterungs-Hülfszahlen : 12 12 4 9 
entstehen. 

Da nun die zweite Hauptzahl 2 oben schon auf 1 reducirt und dabei 

die zweite Erweiterungszahl 12 unverändert beibehalten wurde, so wird zu 

letzterer noch die zweite Erweiterungs-Hülfszahl addirt, die übrigen dagegen 

unverändert gelassen; woraus sich mit Zusammenstellung der Hauptzahlen, 

von denen die Berechnung ausging, folgende zwei Reihen ergeben: 

Hauptzahlen: 1 2 3 4 
Bestimmte Hülfszahlen: 12 24 4 9. 

Es möge zunächst die Anwendung dieser von Yih-hing bestimmten Hülfszahlen 
an einem Beispiele erläutert werden. Das dritte Kapitel handelt von der 
Berechnung der Arbeit. 

Vier Gesellschaften, deren Mitgliederzahl verschieden ist, übernehmen 
die Aufführung eines Dammes. Jeder Gesellschaft wird ein gleicher Theil 
der Arbeit überwiesen; wie gross derselbe aber sei, ist unbekannt; man kennt 
nur die Kräfte, welche jede Gesellschaft verwenden kann, und wie viel von 
jeder Gesellschaft nach Angabe des letzten ganzen Tagewerkes unausge- 
ftlhrt geblieben ist. Daraus soll gefunden werden, ein wie grosser Theil 
des Dammes überhaupt vollendet wurde. 

Die disponibeln Arbeitskräfte seien 2, 3, 6, 12 und die unvollendet 
gebliebenen Strecken beziehungsweise 1, 2, 5, 5. Zur Abkürzung der Rech- 
nung stellen wir die Operationen in folgender Uebersicht zusammen: 



*) Dieser ganze Passus ist durch das Missverständniss der Uebersetzer ebenso 
corrumpirt, wie an der gleichen Stelle in der Methode von Sun-isze. Esmuss heissen: 
Man multiplicire jede Erweiterungszahl mit den aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen 
1, 2, 3, . . . so lange, bis bei der Division dieser Producte durch die darüber stehende 
Zahl 1 als Rest bleibt; alsdann werden die betreffenden Multiplicatoren unter die 
Divisoren gesetzt. 
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Haupt- 
zahlen : 


Relative 
Primmoduln 


Reste 


Divisionen 


Multiplicat. 


Erweiterungs- 
Httlfszahlen 


m, = 2 


t*. = 1 


r, = 1 


1.3.4.ft, = 1 (modl) 


At. = 1 


" fc. = 12 


m, = 3 


M, = 1 


r, = 2 


1.3.4.Ä, — 1 (modl) 


ft, = 1 


" Ä, = 12 
M, 


m, = 6 


M. = 3 


r. = 5 


1.1.4.*, = 1 (mod3) 


K = 1 


"ä. = 4 


m, = 12 


M. =4 


r, = 5 


l.l.S.ft« = 1 (mod4) 


*, = 3 


"•*, = 9 

/*4 



m 
m 
m 



Die Erweiterungs-HUlfszahlen sind demnach dieselben wie vorhin. Da 
nun weiter 

iiii— A*i = l, »i»2-.«^ = 2, nij— ^ = 3, «»4— A*4 = 8, 

so findet man daraus allgemeiner folgende bestimmte Httlfszahlen : 

^ Äi(l + f»i— ^i) = 24, 

Ä2(l+m2-,a2) = 36, 
k^il+m^—fi^) = 16, 

Ä4(l-f-flt4— ^4) = 81. 

Die von jeder Gesellschaft zu leistende Arbeit ist demnach 

iV= 1.24 + 2. 36 + 5. 16 + 5. 81- A^iUja3^4« = 581-1211 
und die kleinste Lösung iV=17. Da femer 

17 = 8.2 + 1 = 5.3 + 2 = 2.6 + 5 = 1.12 + 5 

ist, so ist die überhaupt vollendete Arbeit 8.2+5.3 + 2.6 + 1.12 = 55. 

Nach der im Vorstehenden entwickelten Methode für nicht theilfremde 
Moduln von dem chinesischen Arithmetiker Yih-hing lässt sich demnach das 
folgende Theorem aufstellen: 

Seien nit, m2, i7»3, • • • die beliebigen Moduln des Restproblems 

iV ^ Ti (mod f»i) ^ Tj (mod tth) ^ r^ (mod nh) etc. 
und ihr kleinster gemeinschaftlicher Dividuus 

ll»=p.l^..2^3^5'••• = /il^,/^3..M 

so suche man die Erweiterungs-Hülfszahlen «, ß, y, . . ., welche den folgen- 
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den Systemen von Congruenzen genügen: 

Uli ^ (mod /ii), 

««2^0 (mod^j), 
m3==0 (mod/ij) etc., 

a^O (mod — ), a ^ 1 (mod fii) 

ß = (mod — ), ß = l (mod f>h) 

y^O (mod—), etc. y^l (mod ^3) etc. 

Alsdann kann man setzen 

N^ari+ßr2+yri+'" (modiw), • 

m 

allgemein 

iV = -2ari(l4-»»i— /^i)— «»«j 

wo u eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 

Wenn für nicht theilfremde Moduln die Aufgabe möglich sein soll, 
so ist erforderlich, dass die vorgelegten Congruenzen der allgemeinen 
Congruenz 

fp =: r^ (mod (^(mp, II» J) 

genügen, wo S den grössten gemeinschaftlichen Theiler irgend zweier Moduln 
iiip und m^ bezeichnet. 

Rostock, den 31. December 1880. 
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Integrale von einigen linearen Differentialgleichiingen. 

(Von Herrn Gräfe in Bern.) 



llerr Simon Spitser hat in Bd. 88 p. 343 sq. dieses Joamals aas 
dem allgemeinen Integrale der RiccatiBchen Differentialgleichung 

(1.) y" = x-y, 

wenn m ausserhalb der Grenzen und —4 liegt, das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung 

= 






dx 

resp. der Gleichungen: 

abgeleitet Alle Resultate des Aufsatzes von Herrn Spitsser kann man ver- 
allgemeinem. 

Man erhält als Integral der Gleichung 



die Formel 



y = b,y^^y{u)du+b,y*^y,{u)du, 



— o — a 



wenn ist 



m-\-2 
7ux ^ m+4 



m+2 



2ua; ^ m 



^(«) = x.e "+' («'-«') 



»—«'l »"+* 
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Es ist dann 

y = bj^y{u)du+b2/~yiu)du+b,fy,{u)du+b,/~y,iu)du 

U Ü u 

das allgemeine Integral der Differentialgleichnng vierter Ordnung: 

"-'[ J^ )~ 

Ist hier 63+ 64 = , so ist obiger Ausdruck das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung dritter Ordnung: 

dx { a^ ] ~ ^^ 

und wird &i+ 62 = , so genügt jener Ausdruck der Differentialgleichung 
dritter Ordnung: 

d / y"-a'ary \ _ ^ 

In allen diesen Formeln liegt m ausserhalb der Grenzen und —4. 
Für m = -1 ist 



y = b^xj ''fi{u)du + b2j "AW«'«' 



— o — o 



das allgemeine Integral der Gleichung 
wenn ist: 

f,{u) = A(tt)ja;log[(«<'-«^)t^]+ y^~^ j- 
Der Ausdruck 

y = b,xy'y,(u)du+b2xy^~yt{u)du+b^y^y2{u)du+b,j^y,{u)du 

U (J 

stellt das allgemeine Integral der Differentialgleichung: 

dar. Ist 63+64 =r 0, so ist der Ausdruck das allgemeine Integral der 
Gleichung 



dx 



C^) = 0. 
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Für 1» = — 3 ist schliesslich 



— o — o 



das allgemeine Integral der Gleichung 
wenn ist 



M«)=M«)ilog^+?fe^' 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung vierter Ordnung 

ist 

y = bip fy{u)du+h,f~' f,{u)du+b,f' t^{u)du+b,f'' f^{u)du. 

U U 

Alle diese Formeln werden auf dieselbe Art bewahrheitet, wie Herr 
Simon Spitzer fOr die SpecialMle a^ = 1 resp. a^ = 4 es gethan hat. 

Bern, im December 1880. 
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Ueber den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen 
und den particulären Integralen von Differential- 
gleichungen. 

(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 



Ijer Fundamentalsatz in der Theorie der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichungen liefert das allgemeine Integral derselben als eine addi- 
tive Verbindung mit willkürlichen Constanten multiplicirter particulärer 
Integrale, und gerade auf diesem Satze beruht die Möglichkeit der Dis- 
cussion der Integrale linearer Differentialgleichungen. Eine wichtige und 
:flir die Entwickelung der Theorie der allgemeinen Differentialgleichungen 
unumgängliche Frage ist nun die nach der Beziehung des allgemeinen 
Integrales zu den particulären für beliebige algebraische Differentialglei- 
chungen oder vielmehr die nach den Bedingungen für die Existenz einer 
solchen algebraischen Relation, eine Frage, deren Beantwortung sich angreifen 
Hässt vermöge derjenigen Untersuchungen und Sätze über Differentialglei- 
<3hungen, welche ich in der letzten Zeit in meinen Arbeiten über die Er- 
^^veiterung des Abekchen Theorems auf beliebige Differentialgleichungen und 
"Über algebraisch-logarithmische Integrale nicht homogener linearer Differential- 
gleichungen*) veröffentlicht habe. 

Es mag noch erwähnt werden, dass den Kernpunkt dieser Ueber- 
Xegungen die Frage nach der Anzahl der einer algebraischen Differential- 
gleichung zugehörigen selbständigen transcendenten Integrale bildet, und 
€3.as8 in die Klasse dieser Untersuchungen auch jene merkwürdigen Sätze 
Aren Poisson und Jacobi gehören, nach welchen man aus zwei Integralen 
^ines mechanischen Problems alle finden kann. 

Um zuerst den Zweck und die Bedeutung der nachfolgenden Unter- 



*) Dieses Journal B. 90 H. 2, 3, 4. 
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Buchungen klar zu machen, wollen wir uns mit linearen Diflferentialglei- 
chungen erster Ordnung beschäftigen ; sind dieselben homogen von der Form 

dy 



dx 



+ynx) = 0, 



_ ..-//(.)<^ + e-//wy/A-)<^^ (^)^^ 



so lässt sich, wenn t/i ein willkürliches particuläres Integral derselben be- 
zeichnet, das allgemeine Integral homogen und linear durch tfi in der Form 
y = cy^ ausdrücken, worin c eine willkürliche Constante bezeichnet. Handelt 
es sich dagegen um die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

deren allgemeines Integral die Form hat 

y = ce 

w wird sich, wenn yi das dem speciellen Werthe Ci entsprechende particuläre 
Integral bedeutet, die im Allgemeinen transcendente Beziehung 

zwischen dem allgemeinen und einem bestimmten particulären Integrale er- 
geben. Soll nun aber zwischen y, y^ und einer willkürlichen Constanten 
C eine algebraische Beziehung bestehen von der Form 

y = F(x,y,,C), 

so musH die Gleichung stattfinden 

deren Existenzbedingungen zu untersuchen sein werden. Diese Gleichung 
kann eine in y» identische oder eine diese Grösse bestimmende algebraische 
Gleichung sein; findet Identität in Bezug auf t/i statt, so folgt, weil yi aus 
der Gleichung herausfällt, also auch gleich Null gesetzt werden kann, und 

F eine algebraische Function bedeutet, dass e"-^^^'^''* ebenfalls eine alge- 
braische Function von x ist — und umgekehrt, wenn e'"-'^^*^'^ = q> (x) eine 
algebraische Function von x darstellt, wird 

y = yi + {c-ci)(p{x) 

die gesuchte algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem 
particulären Integrale sein. Dieser Fall tritt dann und nur dann ein, wenn 
f{x) das Differential des Logarithmus einer algebraischen Function von x 
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ist; 80 wird z. B. die Differentialgleichung 

jfy y_ _ ^ 

dx X 

für das allgemeine transcendente Integral y = cx+x\ogx die Beziehung 
liefern 

y = yi+(c-Ci)x. 

Ist die obige Gleichung jedoch keine in t/i identische, so ergiebt sich 

aus derselben t/i als algebraische Function von x und er^'^"^^ wobei wir mit 
Rücksicht auf den eben behandelten Fall annehmen dürfen, dass diese letztere 
Exponentialfunction sich nicht algebraisch durch x ausdrücken lässt Da 
nun aber yi selbst algebraisch durch 

e^''"'' und fe^'^'''''ip{x)dx = ^ 

ausdrückbar ist, so würde sich ss als algebraische Function von x und 
^/ix)dx ^yggjj^jj. a^uQ ^^jjj Ausdrucke für z folgt aber 

— = 6-' cp{x\ -^(p{x)'-'\f{x)(p(x) + (p (a:)]^ = 0, 

^. h. J5 genügt einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Coef- 
Äcienten, da die Ableitung der algebraischen Function (p(x) rational 
^urch X und eben diese Function (p{x) ausgedrückt werden kann, ra- 
Tdonal aus x, f[x) und cp [x) zusammengesetzt sind. Andererseits aber wird 
hinter der Voraussetzung, dass sich z als algebraische Function von x und 
^A'^dx j^ ^^^ Form 

«lusdrücken lässt, die Elimination von e^'^^'^"^' aus dieser Gleichung und der 
fiüheren Ableitungsgleichung 

d% jAx)dx 

eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung für z ergeben: 

f{x, if[x\ z, -^) = 0, 

deren Coefficienten rational aus x und (p{x) zusammengesetzt sind. Nach 
cler von mir in meiner Arbeit „allgemeine Bemerkungen zum ^6e/schen 
Theorem" (dieses Journal B. 90 H. 2) gegebenen Definition der Irreducti- 
l)ilität algebraischer Differentialgleichungen würde dies aussagen, dass die 

34* 
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oben für i aufgestellte Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht irreduc- 
tibel ist; nun ist aber in eben dieser Arbeit der Satz erwiesen, dass die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Differentialglei- 
chung von der Form 

d'a -,, .dz ri 

in welcher y eine algebraische Function von x bedeutet, irreductibel sei, 
die ist, dass der Ausdruck 

für kein constantes p eine algebraische Function von x ist; in unserem 
Falle wäre somit die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung flir z dann 
und nur dann reductibel, wenn ein constantes p existirt, flir welches, da 

ff{x) 

ist, 

eine algebraische Function von x wird, d. h. wenn die vorgelegte Differen- 
tialgleichung erster Ordnung ein algebraisches Integral besitzt; unter dieser 
Annahme wird 

und das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster Ordnung geht in 

y = e''f^'''''\c^Q)^-^p{x) 
über, so dass sich durch Zusammenstellung dieser Gleichung mit 

y, =e-J'''^''{c,^^) + ip{x) 

die gesuchte Beziehung zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale 
in der Form ergiebt 

somit wiederum wie in dem ersten Falle ein linearer Zusammenhang — 
vorausgesetzt wird dabei, dass c, — p von Null verschieden ist, also y^ nicht 
etwa das algebraische particuläre Integral der gegebenen Differentialgleichung 
bedeutet; so wird die Differentialgleichung 

dy 



dx 



+y = ^. 
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deren allgemeines Integral y = ce"'*+a:— 1 ist, die Beziehung liefern 

Citz-ct/i = (ci-c)(a? — 1), 

wenn Ci von Null verschieden ist. 

Wir finden somit, dciss in einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung —■ + y f{x) = cp {x) dann und nur dann eine alge- 
braische Beziehung zwischen dem allgemeinen, einem particulären Integrale und 

der Variabein x besteht, wenn entweder e'^^"^^ eine algebraische Function von 
X ist, oder die Differentialgleichung selbst ein algebraisches particuläres Integral 
besitzt; in beiden Fällen ist die Beziehung zwischen dem allgemeinen und dem 
particulären Integrale eine lineare von der Form Ay + Aj^yi = ü){x) , wenn 
(jt){x) eine algebraische Function von x, A und A^ Constanten bedeuten, in 
denen die willkürliche Integrationsconstante enthalten ist. 

Setzt man voraus, die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
sei irreductibel, so ist der zweite Fall von der Existenz eines algebraischen 
Integrales ausgeschlossen, und es bleibt nur die Bedingung bestehen, dass 
^/(x)dx ^.^^ algebraische Function von x ist. 

In der eben durchgeführten Untersuchung ist aus der Entwickelung 
selbst unmittelbar zu erkennen, dass man in der gefundenen Relation 
zwischen dem allgemeinen und dem bestimmt gewählten particulären Inte- 
grale yi ohne Aenderung der in der Belation vorkommenden algebraischen 
Functionen und Constanten letzteres durch jedes nicht algebraische particuläre 
Integral ersetzen kann, stets wird y wieder ein Integral der Differential- 
gleichung und wegen Vorkommens einer willkürlichen Constanten das allge- 
meine Integral derselben sein; so wird in der oben gefundenen Beziehung 

(ci-e)y~(c-e)yi = (ci - c) y/ (x), 

wenn für yi ein beliebiges anderes particuläres Integral 

gesetzt wird, für y das Integral 

ZU setzen sein, worin i. durch die Gleichung bestimmt ist 
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und es wird Y wieder das allgemeine Integral jener linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung sein. 

Dies liess sich a priori vermöge eines Satzes einsehen, der die Er- 
haltung der algebraischen Beziehung zwischen Integralen verschiedener 
oder derselben Differentialgleichungen für die Substitution beliebiger anderer 
Integrale derselben nachweist und von mir zuerst für eine Differential- 
gleichung m^^^ Ordnung und ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung in der Arbeit „über algebraische Beziehungen zwischen Integralen 
verschiedener Differentialgleichungen" (dieses Journal B. 84) und später 
in völlig allgemeiner Form in der oben erwähnten Arbeit „allgemeine Be- 
merkungen zum ^66/schen Theorem" aufgestellt worden ist; derselbe wird 
später den Ausgangspunkt für die Behandlung der allgemeinen Frage bilden. 

Die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung betreffend mag 
noch bemerkt werden, dass, wenn die Aufgabe gestellt wird, das allgemeine 
Integral durch zwei particuläre Integrale eben dieser Differentialgleichung 
auszudrücken, dies ohne jede weitere Bedingung unmittelbar geschehen kann, 
da, wenn 

gesetzt wird, die drei Gleichungen 

die homogene lineare Relation liefern 

Diese für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung angestellten 
Betrachtungen werden sich auf solche m*®^ Ordnung erweitern lassen, worauf 
wir jedoch nur in Kürze eingehen wollen, da die Untersuchung dieser 
Frage für nichtlineare Differentialgleichungen wesentiich andere Methoden 
erfordern wird. Sei die vorgelegte Differentialgleichung 

in welcher /iCa;), f^{x\ ... /"«(a?), ip{pS) algebraische Functionen von x be- 
deuten sollen, und werde die Frage aufgeworfen, unter welchen Bedingungen 
sich das allgemeine Integral als algebraische Function von o?, von m par- 
ticulären Integralen derselben Differentialgleichung und m willkürlichen 
Constanten darstellen lässt. Wenn iji, ??2, ... %n wi particuläre Funda- 
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mentalintegrale der reducirten Differentialgleichung 

darstellen, und man bestimmt aus dem Systeme von Gleichungen 



de, 
dx dx 
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+ 



de. . 

dtj^ de, 
dx dx 
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•■i» • • • 1 1 
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d**""^i;, de, d^'^^fi^ de^ 
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die Werthe von c^, Cj, ... c«, welche, wenn die Determinanten 
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gesetzt werden, in der Form erhalten werden 

worin Ci , Cj , ... C^ willkürliche Constanten bedeuten , so hat das allge 
meine Integral der vorgelegten Differentialgleichung die Gestalt 

+ r]iJ-^(pix)dx+Ti^J-j-(pix)dx-\ \-VmJ-j-(p{oo)dx. 

Bezeichnet man die zu m particulären Integralen yi , y, , ... y^ ge- 
hörigen Constantensysteme mit 
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80 folgen die Beziehungen 

Soll nun zwischen dem allgemeinen und den particulären Integralen 
der nicht reducirten Differentialgleichung und m willkürlichen Constanten 
eine algebraische Beziehung von der Form 

y = I* {ODy J^j, ^2 7 ••• yml ^n ^71 ••• ^m) 

stattfinden, so müssen die m Gleichungen befriedigt werden 

Pi^y yil »2, ... »«, ^1, ... ^«)-ffr 

diese Gleichungen können nun identisch für alle y i , ^a , ... ffm oder nur für 
einige derselben bestehen, oder es werden sich ^i , j^2 , ... y^ algebraisch 
durch ??i, 7^2, ... r]„ ausdrücken. Man sieht unmittelbar, dass nur eine 
dieser Gleichungen identisch befriedigt werden kann, und dass somit dann 
y nur durch ein particuläres Integral algebraisch ausdrückbar ist, und zwar 
ist dann, wenn die r^® Gleichung identisch ist, 

eine algebraische Function von x, und die algebraische Beziehung zwischen 
den Integralen lautet 

y = yr+(pr[x). 

Bemerkt man aber, dass die lineare Beziehung zwischen den i?- Grössen 
für willkürliche Werthe von Ci, Ca, ... C„ bestehen muss, wobei diese 
Grössen auch in der rechten Seite in den von ihnen abhängigen x - Grössen 
enthalten sind, so folgt daraus, dass jede der ?;- Grössen eine algebraische 
Function sein muss und der Fall der identischen Erfüllung einer oder 
mehrerer der Gleichungen in yi , ^2 , ... ym ßi-Ht somit mit dem Falle zu- 
sammen, in welchem alle Fundamentalintegrale der reducirten linearen Diffe- 
rentialgleichung algebraisch sind ; man erhält in diesem Falle das allgemeine 
Integral als lineare Function eines particulären Integrales und einer alge- 
braischen Function von x von der obigen Form. Sind die 17- Grössen 
nicht einzeln algebraisch, sondern — und dies ist die Verallgemeinerung 
der für die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung geltenden Sätze 
— bestehen zwischen denselben eine oder mehrere algebraische Beziehungen^ 
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SO mag die zwischen der kleinsten Anzahl der rj bestehende algebraische 
Relation 

*(a?, nii V2, ... Vf.) = 

lauten, es wird dann, da die ly-Grössen als lineare Function von 

y-»M y-y^, • . • y-ym 

mit Constanten Coefficienten ausdrückbar sind, die zwischen dem allge- 
meinen und den particulären Integralen lautende algebraische Beziehung 
die Form haben 

*(a?, An{y-yi) + Ai2(y-y2)+"'+A,Jy-yJ, ... 

A^i(y-yi) + A^2(y-y2)+"' + A^Jy-y^)) = 0, 

in welcher die A - Grössen Constanten bedeuten. So wird z. B. für die 
Differentialgleichung 

da zwei particuläre Integrale der reducirten Differentialgleichung in der 
Beziehung i?2 = vl stehen, zwischen dem allgemeinen und zwei particulären 
Integralen die Relation bestehen 

Kiiy-yi) + K,(y''y,) = [L,{y-y,)+L2(y-y2)]\ 

worin Äi, Äa, Z»i, L2 Constanten bedeuten. 

Ist nun keine der oben behandelten Gleichungen in ^1,^2 7 ••. ym 
identisch, so werden aus jenen m Gleichungen y,, ^2? ... ffm als alge- 
braische Functionen von ?ji , ^2 , ... Vm folgen ; da aber 

ist, so ergiebt sich für die Summe der mit i] multiplicirten Integrale: 

eine algebraische Function von t^j , ??2 , ... t}^^ und umgekehrt sieht man 
sogleich, dass, wenn diese Summe eine algebraische Function der ri ist, 
aus den Gleichungen, welche y, y , , ^2 , ... y^ durch die ?? und eben diese 
Integrale ausdrücken, durch Elimination der ?j- Grössen eine algebraische 
Beziehung zwischen dem allgemeinen und m particulären Integralen sich 
ergiebt. Man erkennt unmittelbar, dass, wenn die nicht reducirte lineare Diffe- 
rentialgleichung ein algebraisches particuläres Integral besitzt, aus der oben 
für yr aufgeschriebenen Gleichung sich die Summe der mit den ?y-Grös8en 
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multiplicirten Integrale als algebraische lineare Function von i?i, 172, ... 17« 
ergiebt und somit die Existenz einer algebraischen Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und m particulären Integralen nach sich zieht. Setzen wir zum 
Zwecke der allgemeinen Untersuchung 

J-j-(pix)dx = Jr 

und sei 

« = 4>(x, ri,^ Ti2^ .'.. 7]^) 

die algebraische Function der ly-Grössen, welche die Summe der mit den ij 
multiplicirten Integrale J darstellen soll, so ergeben sich, da, wie leicht zu 
sehen, für ()<Cw— 1 

dx9 *^ dx(f ^^ ^ Ar? "• ^ 

ist, die folgenden Gleichungen: 



^^l-J,+ _^/^+... + J?Ü^J_ = 



dx 



dx 
d\ 



dx 



dt 



dx' 



J.4- "''* J-,4- •'+ '^*^"' J = ***' 



dx' 



dx' 



dx 



» > 



und hieraus 






^r = 



»7t 



m 

dt]. 



• • • 



dtjr-l 



di 



Vr+l 



dfif 



dx 



dx 



dx 



dx 



dx 



^"•"•'1?, d^-'iy. 



• • • 



d*-'l?r-l d*"^» d^-^l^r+l 



cte 



d"^*17« 



• • • 



-J, 



somit /^ als algebraische Function von iji, 172, ... ^m nnd den m— 1 ersten 
Ableitungen derselben ausdrttckbar ; um die Differentialgleichung zu erhalten, 
welcher hiemach J^ genügt, wird man eben diese Gleichung 



"^r = %\Vll ^2, ... Vm9 



dr ' ••• dx ' ••• 



d*~*^i 



(te** 



-1 ? 



dxT 



-1 / 



80 wie jede der Differentialgleichungen 



0+/i(*)£3r + -+/;(a:)i7. = 



m' mal differentiiren and so (m+l)(m'+l) Glleichnngen erlialten, ans denen 
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die iii(m^+w+l) Grössen 






eliminirt werden können und somit für J^ die Differentialgleichung folgt 

Andererseits folgt wiederum durch Zusammenstellung der Beziehung 

dJr Jr f s 

mit den Differentialgleichungen für die i?- Functionen mit Hülfe von w'- 
maliger Differentiation aller dieser Gleichungen, dass durch Elimination der 
m(m^+m+l) Differentialquotienten der ri aus den (m+l)(w^+l) Gleichungen 
sich für Jr eine Differentialgleichung von der Form ergiebt 

da nun Jr den beiden Differentialgleichungen (fii'+l)*©^ xmd m'^^ Ordnung 
genügen soll, so folgt — genau wie es bei den linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung sich ergeben — dass die letztere Differential- 
gleichung reductibel sein muss, und dasselbe gilt für alle m Integrale Ji, 
/i7 ••• Jmy und umgekehrt, ist die letztere Gleichung reductibel, genügt 
also Jr einer Differentialgleichung von der Form 

80 wird, da 

dJr är f V d^Jr d f ^r 



dr f V rfVr d f Jr f C\ 



dx z/ ^^ ^' dx^ dx ^ J 

ist, also alle Differentialquotienten algebraische Functionen von a?, ^i, ^27 ••• ^m • 
und deren Differentialquotienten sind, auch Jr eine eben solche Function 
6ein ; bildet man nunmehr die Ableitungen der so gefundenen Gleichung mit 
Berücksichtigung der Integraldefinition von Jr m(m— Ij mal nacheinander 
und eliminirt mit Benutzung der reducirten Differentialgleichung zwischen 
den so sich ergebenden mfm— l)-fl Gleichungen die m(m— 1} Differential- 
quotienten 

dfis d% d'^-% 

dx ^ dx' ' ' ' ' dx^-^ ' 

BO ergiebt sich eine Gleichung zwischen Jr und den Grössen lyi , i?2 , ... ri^, 

35* 
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d. h. Jr als algebraische Function von i?,, 1^2? • • • Vm- Mit Hülfe der 
Gleichung 

y = C,Tii + Q,Ti, + '>' + C^ri^ + riJi + ri2J2 + '" + ri^J^ 

und den entsprechenden Gleichungen für m particuläre Integrale folgt durch 
Elimination von 1?, , i?, , ... rj^ die gesuchte algebraische Beziehung zwischen 
dem allgemeinen und m particulären Integralen der gegebenen nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung w^er Ordnung. 

Man kann das oben auf eine Irreductibilitätsuntersuchung einer Diffe- 
rentialgleichung f»'*er Ordnung reducirte Problem jedoch auch direct an- 
greifen, indem man die Frage aufwirft, wann das Integral einer alge- 
braischen Function von particulären Integralen einer homogenen linearen 
Differentialgleichung und den Differentialquotienten derselben wieder als 
eine algebraische Function derjenigen Grössen ausdrttckbar ist, welche unter 
dem Integral vorkommen. Zur Behandlung dieses Problems reicht jedoch 
der oben angeführte Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen nicht aus, der- 
selbe muss vielmehr durch eine Erweiterung desselben, welche auch das 
Hinzutreten der Differentialquotienten jener Integrale zulässig macht und 
welche in der That auch in voller Allgemeinheit gültig ist, ersetzt werden; 
es wird dieser Satz an anderer Stelle von mir bewiesen werden. 

Sei nun allgemein die algebraische Differentialgleichung m^«^ Ordnung 

(1.) fK^^y y. -ä^i -rf-i-, ••• -ä^J - " 

vorgelegt, und werde angenommen, dass sich das allgemeine Integral der- 
selben als algebraische Function der Variabein x, von ^ particulären Inte- 
gralen derselben j^, , yj 7 • . • y^. , welche speciellen Werthen der m Integra- 
tionsconstanten zugehören, und den m willkürlichen Constanten Cj, c,, ... c« 
in der Form ausdrücken lässt 

(2.) y = F(a?, y,, ^2, ... J^^, Ci, ^2, ... O- 

Setzen wir nunmehr voraus, dass die Differentialgleichung (1.) m dem 
a, a. 0, deßnirten Sinne irreductibel sei^ so lautet der auf S. 128 meiner 
Arbeit „allgemeine Bemerkungen zum Abel^chen Theorem" bewiesene Satz 
tllr den vorliegenden Zweck specialisirt , folgendermassen : besteht zwischen 
/t+1 Integralen der Differentialgleichung (1.) eine algebraische Beziehung (2.\ 
in welche auch die Variable x und die in der Differentialgleichung etwa i^or- 
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kommenden algebraischen Irrationalitäten eintreten dürfen, so wird diese alge- 
braische Beziehung erhalten bleiben, wenn man statt eines der Integrale ein 
beliebiges anderes particuläres Integral, für die fx übrigen Integrale aber be- 
stimmte andere particuläre Integrale jener Differentialgleichung substituirt. 

Setzt man somit in Gleichung (2.) statt tfi ein willkürliches anderes 
particuläres Integral Yi, so wird man mit Beibehaltung der willkürlichen 
Constanten C|, Cj, ... c^ nur für die Integrale y,, ^3, ... y^ und y andere 
Integrale Yj, ^3, • • - Y^ und Y eben dieser Differentialgleichung zu sub- 
stituiren haben, so dass zugleich mit (2.) die algebraische Beziehung besteht 

(3.) Y = F(x, Fl, Yj, ••• Y^, Ci, Cj, ... c^), 

und vorausgesetzt, dass durch Substitution der Integrale Yj, Y3, ... Y^ 
nicht eine der willkürlichen Constanten herausfilllt, wird Y, da es ebenfalls 
ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung war, auch wieder das 
allgemeine Integral derselben sein; man erhält somit unter der gemachten 
Voraussetzung den folgenden Satz: 

Lässt sich in einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung m^^ 
Ordnung das allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen 
Variabein x, von jjl particulären Integralen und m willkürlichen Constanten 
ausdrücken, so erhält man immer wieder einen Ausdruck für das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für eines jener parti- 
culären Integrale ein beliebiges anderes, für die ju^—l übrigen aber bestimmte 
andere particuläre Integrale eben dieser Differentialgleichung substituirt. 

Setzt man voraus, dass der algebraische Ausdruck nur ein parti- 
culäres Integral enthält, so fUllt die oben erwähnte Beschränkung dieses 
Satzes für die Substitution eines anderen, speciellen Werthen der Integrations- 
constanten entsprechenden particulären Integrales von selbst weg — wie 
z. B. bei der Differentialgleichung erster Ordnung, und es ergiebt sich 
der Satz: 

Lässt sich in einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung m^^^ 
Ordnung das allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen 
Variabein x, eines particulären Integrales und m willkürlicher Constanten 
ausdrücken, so erhält man wieder einen Ausdruck für das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für das particuläre Integral 
ein beliebiges anderes eben dieser Differentialgleichung substituirt. 

Nachdem diese Bemerkungen vorausgeschickt worden, wollen wir 
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das Problem der nachfolgenden Untersuchungen zuerst in seiner ganzen 
Allgemeinheit folgendermassen hinstellen: 

Es sollen cUle algebraischen Differentialgleichungen m^^ Ordnung cha- 
rakterisirt werden, welche die Eigenschaß haben, dass sich ihr allgemeines 
Integral als algebraische Function der unabhängigen Variabeln, einer bestimm- 
ten Anzahl particulärer Integrale und m willkürlicher Constanten ausdrücken 
lasse, und es soll die Form dieser algebraischen Function selbst ermittelt werden. 

Sei wieder (1.) die vorgelegte Differentialgleichung und (2.) die ge- 
suchte algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und fi parti- 
culären Integralen, so wird man nach dem oben angeführten Satze von der 
Erhaltung der algebraischen Relation das Integral y durch irgend eines der 
Integrale yi, yj, ... y^ ersetzen können, wenn man nur für yi, y?» • • • Jf^ 
passende andere Integrale derselben Differentialgleichung 

'11? '12? • • • ^ImJ ^21? ^22? • • • '2mj • • • '/il? '/#2? • • • * /um 

substituirt, und es werden sich somit die Beziehungen ergeben: 

yi = ^[^9 ^^11? M2? ••• 'lßi9 ^1? ^2? ••' ^«»/' 
(4.) (^2 = F[X, Ijl? «22? ••• «2/<^ ^1? C2, . . • C.), 

'tlfi^^ ^[^9 «/ii? «^2? ••• '^ fifiy ^1? C2, . . . C^). 

Da aber die Integrale Y auch durch die Gleichung (2.) flir bestimmte Werthe 
der c müssen dargestellt werden können, und zwar in der Form 

,^ . l'al = 1^ \^9 tfn ^2? • • • Vfif ^11 ? ^12 ? • • • ^ImJ) • • • 

\^af4 ^^ ** {^9 yi? ^2? ••• y^if ^fill ^fi2 ? ••• ^ftfi)^ 

worin die Constanten x als Functionen der völlig willkürlichen Grössen 
Ci, Cj, c„ zu betrachten sind, so erhalten wir unter der gemachten Voraus- 
setzung der Existenz jener algebraischen Beziehung die nachfolgenden 
Gleichungen : 

yi = F\x, F[x, yi, y^, ... y^, ;fll\ ... x['Ji), . • . 

^{^9 yi? ^2? ••• y^j ^^l ? ••• ^fim)^ ^1? ^? ••• ^«l ? 

|y, = F\x, F[x, yi, y^, ... y^, x{P, ... xf2), . . • 

v'^v \ ^[^9 yi? ^2? ••• y,//? ^/ii 7 ••• ^m) ? ^i? ^i? ••• ^«i ? 

t/ßJ ^^ ^ [•''5 ^{^9 Um y2? • • • y^? ^11 ? • • • ^Im Jl • . . 

*^ (•''5 yi? y2? ••• y^? ^ywl? ••• ^^mjl ^l? ^? ••• ^mi« 



Königsberger, Zusammenhang allgemeiner und particulärer Integrale. 279 

Da nun angenommen werden darf, dass nicht schon zwischen den 
ju. particulären Integralen jfi , y^ , ... y^ algebraische Beziehungen stattfinden, 
weil man sonst vermöge dieser Relationen eine oder mehrere dieser Grössen 
aus der Beziehung (2.) eliminiren könnte, andererseits, wenn nur ein parti- 
culäres Integral in der algebraischen Beziehung vorkäme, die entsprechende 
Gleichung die Form haben würde 

yi = F\x, F(x, yi, x^^ x^, ... xj, c,, c,, ... c„| 

und wegen der angenommenen Irreductibilität der Differentialgleichung yi 
sich nicht als algebraische Function von x ergeben darf*), während ein 
constanter Werth von yi auch das allgemeine Integral constant machen 
würde, so müssen die Gleichungen (6.) in den Grössen y^ y2, «. . y^ identisch 
sein mit Beibehaltung tDillkürlicher Werthe von Ci , C2 , ... c^ und der davon 
abhängigen x- Grössen. 

Ich beabsichtige nun in der vorliegenden Arbeit die Anwendung 
dieser allgemeüien Principien auf die Discussion der algebraischen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zu geben, und will schon hierbei die ver- 
schiedenen Methoden benutzen, wie sie für die Differentialgleichungen höherer 
Ordnung zur Verwendung kommen. 

Wir stellen zuerst die Frage, ob algebraische irreductible Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung von der Form 

worin F^ix, y) eine rationale Function von x und y bedeutet, oder 

(80 ^+A^, y) = 0, 

worin f{xy y) eine algebraische Function von x und y vorstellt, existiren, 
fttr welche das allgemeine Integral eine ganze Function eines particulären 
Integrales ist von der Gestalt 

(9.) y = yü(a?, c)yr+yi(a:, c)yr'"' + -- + y«(a:, c)=^F{x, y^, c), 

worin c eine willkürliche Constante und (p^ {x, c) rationale Functionen von 
X bedeuten. Nach den Gleichungen (4.) müsste dann die in yi identische 
Gleichung bestehen 



*) Es genügt statt der Irreductibilität der Differentialgleichung nur vorauszusetzen, 
dasB y^ nicht ein etwa existirendes algebraisches Integral der gegebenen Differential- 
gleichung sei. 
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m 

(10.) y, = F\x, F{x, y,, x), c\ 
oder 

yi = yo(^, c)\(pii{x, x)y7 + *" + <Pmix, ;f)|" 
+ (pi{x, c)\(p^j{x, x)yT + '" + (p^{x, ^.'|'""' + --- + y«(a:, c) 

und somit, wenn m > 1 ist, 

(Po{x, c)yo(ar, ;fr = 0; 

da aber 7)0 {x, c) für ein willkürliches c nicht verschwinden kann , weil 
sonst y nur vom m — 1^®"^ Grade wäre, andererseits aber auch (p^i (x, x) nicht 
Null sein kann, da x als Function von c ebenfalls eine willkttrliche 
Grösse ist , so muss m = 1 sein , und es giebt somit keine anderen algebrai- 
schen Differentialgleichungeny für welche das allgemeine Integral eine ganze 
Function eines nicht algebraischen particulären Integrales ist, deren Coeffi- 
cienten eon einer willkürlichen Constanten und der Variabein algebraisch ab- 
hängen als solche, für welche diese Relation eine ganze lineare ist. 

Wollte man nun die Frage der linearen Relation zwischen dem all- 
gemeinen und einem particulären Integrale nicht nur speciell für Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung sondern nach einer Methode, wie sie für 
beliebige Differentialgleichungen Anwendung finden kann, erörtern, so würde 
man von der Beziehung ausgehend 

(11.) y = Cy, + C,, 

in welcher C und Ci algebraische Functionen von x und der willkürlichen 
Constanten bedeuten, aus der Functionalgleichung (11.) 

in welcher K und K^ sich von C und Cj nur durch Substitution der x statt 
der c unterscheiden, vermöge der Irreductibilität der Differentialgleichung 
die beiden Beziehungen herleiten können 

/f.C=l, ÄiC+C, = 0, 

und somit, wenn man aus den algebraischen Gleichungen für C und Cj eines 
der c eliminirt und 

C,^ip{C\ also K,^cp{K) = ip{-^) 

setzt, zur Bestimmung der Function tp, welche ausserdem die Variable x 
algebraisch enthält, die Functionalgleichung finden 

(12.) Cif{\) + ifr{C) = 0, 
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worin C, da es von den c abhängt, als willkürliche Grösse betrachtet 
werden darf. Es ist leicht zu sehen, dass die allgemeinste algebraische 
Function y(C), welche dieser Functionalgleichung genügt, durch die Glei- 
chung definirt ist: 

worin fr{C) rationale Functionen von C bedeuten, welche der Functional- 
gleichung genügen 

(13.) cr/;(4-) = (-l)7r(C); 

und da alle rationalen Lösungen der Gleichung (13.) offenbar in der Form 
enthalten sind 

A(C) = ^.C^ ""(C-1)' —-^ ^^. 

worin r und t zugleich gerade und ungerade sein müssen, während A eine 
willkürliche algebraische Function von x bedeutet, so wäre die nothwendige 
Form der linearen Beziehung in der Gestalt gefunden 

es müsste nunmehr untersucht werden, ob dazugehörige Differentialgleichun- 
gen existiren. Wir wollen jedoch die Frage hier direct für Differential- 
gleichungen erster Ordnung von der Form (8.) angreifen und die Form der 
Function / zu bestimmen suchen, für welche zwischen dem allgemeinen 
und particülären Integrale die Beziehung (11.) stattfindet. Da nun 

dd: " dx ~^** dx'^ dx 

ist, SO werden zu gleicher Zeit die beiden Gleichungen statthaben müssen 

^ + ^0^, y.) = und C^ + y.-g+^+nx, Cj,. + C.) = 
oder 

(14) fix, Cy, + C,) = Cfix, y,)-y,^-^; 

nehmen wir nun an, die gegebene Differentialgleichung erster Ordnung sei 
irreductibel oder auch nur, y^ sei kein algebraisches particuläres Integral, 
80 muss die Gleichung (14.) eine in jfi und für alle c identische sein und 
man wird daher dieselbe nach yi und c differentiiren dürfen; es folgt 
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f. df(x,Cy, + C,) _ f, df(x,y,) dC 
d(Cy,+C,) - ^ dy, dx' 

(„ aC dC,\of ix, Cy, -[-€,) _ dC^ d'C d*C, 

und somit durch Elimmation 

dC_ T dC dC p d'C 1 dC dC, p d'C, 

^K^yjli) ___ ff X de _ ^' L örr de dxdc \^ dx de dxdc 

Betrachtet man diese Gleichung als eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit der unabhängigen Variabein t/i und der abhängigen f{x,yi\ 
so wird durch Integration, da 

dC 



s 



de 



dy, 



ist, 



dC , dC, 

"' dc + de _ ec ,dc, 

f, , . ( dC, öCa 



^'de'^ de r^'ldx de dxdei'^ dx d e dxdc 

C dC ,dC,\' 



, vt. yyC f ^'Löx de öaröcJ öx de dxdc , 



folgen, worin ^i eine willkürliche Function von x und c sein kann; da aber 
f{^9 Vi) cuiß algebraische Function von y^ sein soll, so ergiebt sich als Be- 
dingung dafür, dass der Logarithmus aus dem Integral herausfällt, 



dC dC Q d'C ^ ^ d 



dx de dxde de 

dC 

dx 

somit -^ von c unabhängig, oder 



[11=0, 



C = <p{c)xp{x\ 

worin <p und v noch willkürliche algebraische Functionen bedeuten; die 
flir f{x,yi) nothwendige Form lautet also, wie man leicht einsieht, 

fix, y,) = A,(y,cp'ic)y;ix)-^^) + -^-^^ 

de 
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und ist Bomit jedenfalls eine ganze lineare Function von yi. Wir werden 
somit auf den Fall der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 

zurückgeführt, worin M und N algebraische Functionen von x sind. Man 
sieht auch, ohne auf die im Anfange der Arbeit durchgeführte Discussion 
dieser Klasse von Differentialgleichungen zurückzugehen, unmittelbar, dass, 
weil vermöge der Relation 

y = Cy, + C, 

die beiden Beziehungen bestehen 

die durch Elimination von -^ sich ergebende Gleichung 

für ein nicht algebraisches y, die Bedingung -g— = nach sich zieht, d. h. 

es wird C, wie wir es auch früher gesehen, unter allen Umständen eine 
Constante sein ; soll auch Ci eine Constante sein, so muss nach eben dieser 
Gleichung 

MC, + N(1-C) = 

sein, d. h. es geht, wenn 

gesetzt wird, die Differentialgleichung erster Ordnung in 

über, also in die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. 
Wir erhalten somit das folgende Resultat: 
Die einzige Gattung eon Differentialgleichungen erster Ordnung f>on der 

Form -3^+A^^y) = 0, für welche das allgemeine Integral eine ganze Func- 
tion eines particulären Integrales sein soll, deren Coeffidenten f>on der wUt- 
kürlichen Constanten und der unabhängigen Variabein cUgebraisch abhängen, 
gehört in die Klasse der linearen Differentialgleichungen mit der Beziehung 
9 = cy 1 + Ci , worin c die willkürliche Constante und Ci in der oben angegebenen 
Art algebraisch von x und c abhängt; soll auch Ci eine Constante sein, so 

36* 
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wird mam auf homogene limeare DiferetUialgleichmmgem oder amf $oleke dmrtk 
eine lineare Substitution am diesen transformirte ^mrnekgefmkrt. 

Fragen wir jetzt allgemein, ob es Differentialgleichungen erster Ord- 
nung von der Form '8., giebt. für welche das allgemeine nnd ein parti- 
enläre» Integral durch eine algebraische Beziehung von der Grestalt 

lo.; 9 = F:x, y,, e] 

mit einander verbunden sind. Die Zusammenstellung der Gleichungen 

liefert wieder 

und somit wieder unter der Voraussetzung, dass gi nicht eine algebraische 
Function von x mt. durch Differentiation nach y, und c und Elimination von 

c/(x ,F(j?,y,,c)) 

zwischen den beiden so entstehenden Gleichungen die Differentialgleichung 
erster Ordnung für f x,y^): 

€F dF 

- -+A^,yij-5-iog-g^- - "ä^Aog^, 

de 3c 

also durch Integration 

dF_ dF_ ÖF 

(17.) Ax,y.) = ^^+-^^j"^rfy., 

öy, öy, öc 

worin itf eine noch willkürliche Function von x und c ist, und es wird 
f{^9 Hl) d^n Bedingungen zu unterwerfen sein, dass es einerseits eine alge- 
braische Function von y,, andererseits von der willkürlichen Integrations- 
constanten c unabhängig sein soll. 

Werfen wir zuerst die Frage nach einer rational gebrochenen Be- 
ziehung zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale auf, und 
' fassen die oben aufgestellte Gleichung 

y, = F\x, F{x, yi, x), c\ 

so auf, dass die Gleichung 
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y, = Fix, s, c) 

2ü einer ihrer Auflösungen die Grösse 

z = Fix, y,, x) 
haben mnss, so wird fllr die Annahme einer rational gebrochenen Beziehnng 
die obige Gleichung 

'1ßl .. A^z'' + A,:i— '+••■ + A„ 

as-) y^ = -B;,T^-B;,'^+:::+Br 
und eine ihrer Auflösungen 

sein, wenn 0,1, a,, ... a., fr,,, fr,, ... ft, dieselben algebraischen Functionen 
von X bedeuten, wie es die -4^, ^,, ... A^, ß„ Bi, ... ß. von c sind, und 
Zähler und Nenner dieser rationalen Functionen keinen gemeinsamen Tbeiler 
haben, oder es wird (19.) in (18.) eingesetzt eine identische Gleichung liefern 
müssen, da i/i keine algebraische Function von x sein soll. Ordnet man 
die Gleichung (18.) nach Potenzen von s, so sieht man, dass s, wenn m'^n, 
fllr kein endliches y, , wenn m < n, nur fllr y, = 0, und wenn m = n, nnr filr 
einen Werth von y, unendlich werden kann; da aber (19.) eine gebrochene 
Function in y, darstellen soll, so ist der Fall m>-n von selbst ans^ 
schlössen, und es muss der Nenner von s die n'" Potenz einer linearcu 
Function von i/, sein. Ferner wird 3 = nur fllr den durch die GlmhoHf 
Am~ß,yi = definirten Werth von y, oder filr j/i = ao, und es wird fto^ 
der Zahler von & die m'* Potenz dieser linearen Function von jfi sein ■rtM"* 
80 dass sich je nachdem m <; n oder m = n die beiden Formen fllr » «Jf*"* 

a ~ \ _»üi.ni I-, oder s = (-,— ,.- J ; 

man sieht leicht, dass diese beiden Beziehungen mit dan 

w, = i-5 — -—^^ oder tf, 




nur fllr den zweiten Fall und zwar nur fllr m 

uad findet daher als einzig möglichen Fall die liiw^' ^r7 <^ju„ ° 

Die einzige Klasse algebraischer Differeiüiak*'^^^ ,^^ 
/■«r welche da» allgemeine Infegrat eine rational """^ .MUtMiit! *' 
portieulären Integrales sein ao^ t^^^ffitge, "i'* » da- mtu tk 




y^^ 
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Nehmen wir zuerst an, die Coefficienten cty ß, y, S der linearen 
Substitution 

(20.) y = ^^ 

seien Oonstanten, so folgt aus der oben allgemein für eine algebraische Be- 
ziehung gefundenen Form (17.) von f{x, yj, dass, weil 

also auch die partiellen Differentialquotienten nach yi und c genommen von 
X unabhängig sind, 

f{x, y,) = M.^ = M ^^-^^^ 

oder 

(21.) f{x, y,) = P.{Ay\-\-By,-\-C) 

ist, worin P eine noch willkürliche algebraische Function von x, und A, B, C 
Constanten sind. Setzt man die eben gefundene nothwendige Form für 
/(a?, yi) in die oben aufgestellte Functionalgleichung (16.), welche in unserem 
Falle in 

(22.) K., ^) = |i^k(x, ,.) 

übergeht, ein, so erhält man zwischen den constanten Coefficienten der 
Function f{x, jfi) und den Coefficienten a, ß, y, d jener algebraischen Be- 
ziehung die Relationen 

Aa' +2Bay +Cf = {ad-ßy)A 

Aaß+B{ad+ßy) + Cyd = {ad-ßy)B 
Aß" +Bßd +C^ = («<J-/5y)C. 

Umgekehrt folgt aber auch, dass, wenn f{x, y^) gleich ist dem Pro- 
ducte einer algebraischen Function von x in eine ganze Function zweiten 
Grades von y^ mit constanten Coefficienten, also 

(23.) ^ = P(y^a){y^b) 
ist, 

oder 

(24) J^ = C6^«-^J/^ 
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sein wird, und somit 

woraus sich zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale die lineare 
Relation ergiebt 

Für den Fall gleicher Lösungen « = 6, wii-d 

1 
y = ö--7r 

iPdx + c 

und es besteht somit ebenfalls die lineare Beziehung 

^ y, (c,-0-ö(c,-c)4-i 

Z)t6 einsige Kickse algebraischer Differentialgleichungen erster Ordnung, 
für welche die algebraische Besiehung zwischen dem allgemeinen und particulären 
Integrale eine rationale gebrochene mit constanten Coefßcienten ist, wird in 

der Form —^=^P{Ay'^+By + C) enthalten sein, worin P eine beliebige alge- 
braische Function eon x, und A, B, C beliebige Constanten sind, und allen 
diesen Differentialgleichungen kommt auch wirklich eine solche Besiehung su. 

So wird z. B. für die Differentialgleichung 

(25.) % = 1+y 
aus 
(26.) , = ^i.^c) = ^±-^^, .»<l ., = t«.g(.+c,, = i?!^^, 

die lineare gebrochene Beziehung 

(j/.j y - -y-ic-Q+'i + cc, 

folgen, wenntangc=C, tangc, = C, gesetzt wird. Zugleich mag an diesem 
Beispiel eine Verificinmg der oben allgemein für alle Differentialglei- 
chungen bewiesenen Sätze vorgenommen werden. Setzt man nämlich in (27.) 
tfi statt y, und z statt j^,, so folgt 



und hieraus 



_ z(l+CC,) + C-C. 
y> 5(C._C)+(1 + CC,) 



,oß ^ , _ y,0+cc,) + c,-c 

^^ i,,(C-C.) + (l+CC,)' 



I 
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und man sieht leicht, dass -^ = 1 + «% also « wieder ein Integral der 

Gleichung (25.) ist; nun muss aber auch ss als Integral dieser Differential- 
gleichung in der Form enthalten sein 

roQ ^ «1- y.(i+ürc.)+ür-fi 

und will man die Beziehung zwischen K und C haben, so braucht man nur 
die durch (28.) und (29.) gegebenen Werthe von z einander gleich zu setzen 
und die so entstehende quadratische Gleichung in jfi identisch zu befriedigen. 
Man erhält dann 

Dass der Fall der constanten Coefficienten für eine gebrochene 
lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale nicht 
der einzige ist, mag das Beispiel lehren: 

flir welches 

_ i 

y "" cc-*-(a; — 1)' 

und somit die Beziehung folgt 

Werfen wir also nunmehr die Frage auf, flir welche algebraischen 
Differentialgleichungen erster »Ordnung die gesuchte Beziehung eine lineare 
gebrochene mit von x algebraisch abhängigen Coefficienten ist, so wird 
wiederum aus (17.) folgen, dass 

(30.) A«, y.) = ^ij3^ j*+ äj-l , 

worin 

ist. Da nun im Allgemeinen 



' = ^^^-T^i««!!:^! 



'■äF-'dc 



sein wird, worin a und b algebraische Functionen von x und c bedeuten, 
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80 muss, da f{x, tfi) eine algebraische Function von x und jfi sein soll, 



dx 



[ a9-ßr -| 



= 



sein and somit, wie leicht za sehen, 

8J ai-ßy (y. -«)-£■ -^'-^^-If 



(^.+^)U^+l^)-(«v.+Ä(y.^+l)' 



dx a — b 

woraus sich f{x, y^) als ganze Function zweiten Grades von y^ ergiebt, 
deren Coefficienten noch willkürliche algebraische Functionen von x sind. 
Sind wiederum die Lösungen a und b einander gleich, so wird 



/= - 






de de 

und 

da 



dJ d f" ad — /5y ~| 1 ^tö — ßy dx 




r' 



dx dx\ ^,da__^dr^ I »1— ö <^« ^ ^y (yi— g) 

öc öc J 9c de 

also /(jy, yCj auch hierfür, wie leicht zu sehen, eine Function zweiten 
Grades in y^. 

Die einzige Klasse von algebraischen DifferentuUgleichungen erster Ord- 
nung , für welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function 
eines particulären Integrales sein soll, deren Coefficienten von der unabhängigen 
Variabein und der Integrationsconstanten algebraisch abhängen, ist von der Form 

-Jl = Ay^ + By+Cy worin A, B, C algebraische Functionen von x bedeuten, und 

zwar wird zwischen den Integralen dann nur eine lineare Relation mit im All- 
gemeinen von x algebraisch abhängigen Coefficienten stattfinden können; sind A, B, 
C Constanten, so wird auch umgekehrt stets für jede solche Differentialgleichung 
eine lineare Integralbeziehung, aber ebenfalls mit constanten Coefficienten existiren. 
Es bleibt die Frage zu erörtern, welchen Differentialgleichungen von 
der Form 

(31.) -^ = Ay'+By+C 

auch wirklich eine lineare Integralbeziehung entspricht. 
Macht man die Substitution 

(32.) .=-4^, 
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80 geht die Differentialgleichung (31.) bekanntlich über in die homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

wenn 



= -(?+4 



(34) P = —y:^+Bj, Q ^ AC 
gesetzt werden; sind u^ und U2 zwei particuläre Integrale der Gleichung (33.), 

also das allgemeine von der Form CiWi + Cjtij, so wird, wenn -7^ = 
gesetzt wird, 

du, dfi, 

(35.) y = - ^ '~^ 



A(u^ + cu;) 

das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung (31.). 

Soll nun zwischen y und y^ ein rationaler linearer Zusammenhang 
von der Form 

stattfinden, so mnss wegen (35.) auch 



(36.) 



oder 



(36».) 



dx dx _ ^ dx ' dx 

diog(«,+c«.) dlog(w. +C,«,) ^^^ dlog(«,+c «,) 
' dx dx dx 



sein; sind ^^ ^^ C constant, dann hat auch die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung constante Coefficienten, und ihre particulären Integrale sind 
e"' und e^'^ die Gleichung (36.) enthält somit nach Wegschaffung der Nenner 
eine homogene lineare Function von e^"'^ e^^+^^*, c'^' mit constanten Coeffi- 
cienten, und man kann somit die Grössen a, ß, y, J als Constanten so 
bestimmen, dass diese Gleichung befriedigt wird, was wieder auf den ersten 
oben bewiesenen Satz zurückfuhrt. 

Seien nun A, ß, C algebraische Functionen von x, und bezeichnen 
Tji und 1/2 zwei beliebige, aber fest angenommene particuläre Integrale der 
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Gleichung (31), so werden 

zwei beliebige, aber bestimmte particuläre Integrale der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (33.) bedeuten, und daher zwei willkürlifthe particuläre 
Integrale derselben in der Form 

(37.) j- = •".»-^;"'+'-«^^"- 

dargestellt sein. Aus den Differentialbeziehungen 
folgt 

und man sieht umgekehrt leicht, dass, wenn zwei particuläre Integrale Uy 
und «2 mit ihren Ableitungen in linearer Beziehung stehen, die Coefficienten 
derselben sich in der eben angegebenen Form ausdrücken lassen müssen. 
Da man, wie früher gezeigt worden, in einer Beziehung 

zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale stets das particuläre 
Integral durch ein beliebiges anderes ersetzen darf, so kann man in der 
oben angenommenen linearen Relation zwischen y und jd das particuläre 
Integral j^ dasjenige bedeuten lassen, welches man aus (35.) erhält, wenn 
man c = setzt, so dass für c, = die Gleichung (36.) durch die einfachere 
ersetzt werden kann 

fOc\ N dx "^ dx dx ^ ^ 



ax 

worin «i und iij die beiden willkürlichen particulären Integrale (37.) be- 
deuten mögen. Nimmt man zur weiteren Vereinfachung der Rechnung 
yj = ^j, a/2 = — U2, so dass 

»2 "~" M'i^ r*'!^ 



37 



* 
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wird und die Differentialbeziehnngen : 

(41.) <j^ ^ ^ 

BO wird die Gleichung (39.), wie unmittelbar zu sehen, in 

ttJh2a(i?,+ ^7)-4/3+y(i7,+i?0[(l+c)i7i+fl-c)i/J 

+ 2(J[(l+c)i7,+(l-c)i7j| 
(42.) {+i«ifi2h2a[(l+c)i7,-(l^c)ijJ-4/3c+2y[(l+c)i/J-.(l^c)i7a 

+ t^|-2ac(i7i-i?2) + y(?7i-i72)[(l+c)i;i-(l-c)i72] = 

übergehen. 

Nehmen wir nun an, es habe die Differentialgleichung (31.) zwei 
algebraische Integrale, welche durch rji und 172 dargestellt sein mögen, 
so wird man die Gleichung (42.) unabhängig von den Werthen von % 
und U2 befriedigen können*) durch algebraische Functionen von x für a^ 
ßy Yy dy indem die Coefficienten von u\^ UiU2^ «^ identisch Null werden für 

*) Es mag bemerkt werden, dass ohne diese Anoabme eine Beziehung zwischen 
tij und II, von der Form 

Lu\^nu,u^'\Nu\ = 0, 

in der L, M, N algebraische Functionen von x bedeuten, nicht stattfinden kann; denn 
da sich hieraus u, = T.u^ ergeben wflrde, worin T ebenfalls algebraisch aus x zu- 
sammengesetzt ist, und bekanntlich fUr die Differentialgleichung (33.) die Beziehung 
besteht 

2 ^ «I ^ -/Pete 

80 wttrde 

dU 

u, = üe-^''^ oder ^}^ = ^-iP 
* dx U 

folffen, worin V eine algebraische Function von x ist, daher — -ß^ und — ^^, 
^ ' dx dx ^ 

und somit vermöge der Gleichung y = — j -^ — zwei Integrale der vorgelegten 

Differentialgleichung erster Ordnung algebraische Functionen von x. 
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welche Werthe bestimmte algebraische Fonctionen bedeuten, da 

(l+c)i7,-(l-c)i72 

nicht für willkürliche Werthe von c verschwinden kann, und die Constante 
c linear enthalten; wir finden zugleich die Beziehung zwischen dem allge- 
meinen und particulären Integrale der vorgelegten Differentialgleichung 
erster Ordnung in der Form 

i^.j y ~ 2cy.+[(l-c)i?,-(l+c)i7j ' 

SO wird z. B. die Differentialgleichung 

-S-+»'+-y+^ = 0, 

welche die beiden particulären algebraischen Integrale besitzt 

Vi = f^— und ri2 = 2 , 

eine lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale y und einem 
beliebigen — aber transcendenten — particulären Integrale von der Form 
liefern 

(y2-ca?)y -4(^-2) 



2 

y = 



welche auch unmittelbar aus der Existenz des allgemeinen Integrales 



y^-^+n- 



welches fllr c = und c = oo in die beiden algebraischen Integrale über- 
geht, gefolgert werden konnte. 

Für den Fall, dass A^ B, C Constanten sind, hat die Differential- 
gleichung (31.) jedenfalls zwei algebraische Integrale nämlich die beiden 
Constanten Lösungen der Gleichung 

Ay'+By + C = 

und in Folge dessen werden sich wieder für die lineare Integralbeziehung a, ß, 
y, (J ebenfalls als Constanten ergeben, wie schon früher nachgewiesen worden. 
Wir finden somit, dciss, wenn die vorgelegte Differentialgleichung erster 
Ordnung zwei particuläre algebraische Integrale besitzt, stets eine lineare Be- 
ziehung mit algebraischen Coefficienten zwischen ihrem allgemeinen und einem 
transcendenten particulären Integrale besieht , vorausgesetzt , dass ein solches 
existirt. 
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Es mag noch bemerkt werden, dass für jede Differentialgleichung 
erster Ordnung von der Form 

dy A 7^ D iT B' . i dB , B dAl 

in welcher A und B beliebige algebraische Functionen von x bedeuten, 
ein linearer Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und einem parti- 
culären Integrale stattfinden wird, da dieselbe die beiden algebraischen 
Integrale besitzt 

Gehen wir nunmehr wieder zur Gleichung (42.) zurück, nehmen 
aber an, dass die Gleichung (31.) nicht zwei particuläre algebraische Inte- 
grale besitzt, so wird man nicht aus derselben schliessen können, dass sie 
sich identisch befriedigen lässt durch algebraische Functionen für a, ß, y, d 
also auch nicht die gesuchte lineare Relation (39.) daraus folgern können. 

Seien t/i und jf2 zwei particuläre Integrale der Differentialgleichung 
(31.), die also nicht beide algebraisch sind, so wird man eines von beiden 
zu demjenigen Integrale machen können, dass in die gesuchte lineare Inte- 
gralrelation eintreten soll, und setzt man daher 

(45.) 11, =6"-^^^'^, u,=c-/^^«^; 

so wird die Gleichung (39.) in 

übergehen, oder wenn zur Abkürzung 

. gesetzt wird, in 

• (47.) e>^^»-^'>^ = -cß^=^, 

wo die Constante c auch noch in den Grössen a, /3, y, J der Function /(jd) 
enthalten ist, und die Gleichung (47.) für jeden Werth von c bestehen soll; 
zugleich mit der Gleichung (47.) wird auch die durch Differentiation nach 
c hervorgehende 
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nnd die durch logarithmische Differentiation nach x hervorgehende 

r(y,XAy]+By,+0-\-^^-(.A9l+By,+C) 

(i-r(y,))(^y;+5y.+C)-Ä) 



bestehen müssen. Es mag nur noch zur Vermeidung von Missverstftndnissen 
bemerkt werden, dass, wenn der Ausdruck des allgemeinen Integrales auf 
irgend welche Weise in der Form 

gefunden ist, worin a, ß, y, d von c abhängen, das c der Gleichungen (46.) 
und (47.) nicht dasselbe wird sein müssen, sondern dass, wenn die will- 
ktthrliche Constante in a, ß, y, d des Ausdruckes (a.) mit x bezeichnet wird, 
X eine bestimmte Function von c sein wird, da die allgemeinen Integrale 
sich nicht zu entsprechen brauchen ; so wird, wie man sich leicht, überzeugt 
in dem oben gewählten Beispiele, in welchem die Integrale in der Form 
sich ergaben 

wenn tfi dem Constantenwerthe x^ entsprechen soll. 



x — x. 
c = * 



x + x^ 

sein müssen. 

Man wird nun die Frage nach den Bedingungen, unter denen zwischen 
y und yi eine lineare Relation von der Form (a.) besteht mit der Frage 
nach der Irreductibilität einer algebraischen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in Verbindung bringen können. Setzt man nämlich 

worin «2, /?2, yi^ ^2 algebraische Functionen von x bedeuten, so wird man 
nach (47.): 
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(48.) ( •^=« =« *^' " 

(-yy!+(«-«J)y. +Ä(y.y. +^,) ^ ' ^'^ 

erhalten, worin F(x,yi) eine algebraische Function von x und ^t bedeutet 
Beachtet man, dass aus der Definition von J sich 

ergiebt und hieraus vermöge der Gleichung (31.) 

jd*J (dJ\* 
(50.) i^ ^ ^'^^^^ = i5^+.^?^(^yJ+5j,. + C), 

80 folgt durch Elimination von tfi zwischen (49.) und (50.) die algebraische 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für J 

(51.) „(.,Ä,Ä^) = o. 
Andererseits liefert die Gleichung (48.) die Beziehung 

und durch Elimination von tfi zwischen (48.) und (52.) die Differential- 
gleichung erster Ordnung 

(53.) i2(x, /, -^) = 0; 

wir sehen somit, dass, wenn die Differentialgleichung (31.) die Eigenschaft 
besitzen soll, dass ihr allgemeines Integral in linearer Beziehung zu einem 
particulären Integrale stehen soll, die Differentialgleichung (51.) eine 
reductible sein muss, und es wären zur weiteren Durchführung dieser Unter- 
suchung die Irreductibilitätsbedingungen dieser Differentialgleichung fest- 
zustellen. 

Wir verfolgen diese Frage nicht weiter, sondern wenden uns jetzt 
zur Untersuchung der allgemeinen algebraischen Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und einem particulären Integrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung; so liefert z. B. die Differentialgleichung 

dx (j/~«)(t/-Ä + (y-a)(y-y) + (y-/?)(y-y) *^^^^ 
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als allgemeines Integr^^l 

und somit die gesachte Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem 
particulären Integrale in der Form: 

Nehmen wir an, dass die gesuchte Beziehung 

(54) y = F{x, y,, c) 
ist, so wird die rechte Seite der Differentialgleichung 

nach Gleichung (17.) die Form haben 

dF(x,y„c) dF{x,y„c) dF{x,y„c) 

(55.) fix, y,) = M Qp^^'^^^,-^ + -8F^ri:76) --^S ~dF^tW '^^'^ 

djfi 9y, de 

worin M eine noch willkürliche algebraische Function von x und c bezeichnet 
Bevor wir die Form von f{x^yi) weiter präcisiren, mag bemerkt 
werden, dass nach frtther angeführten Sätzen die beiden Gleichungen 

yi = F{x, Zy c) und « = F{x, yi, x) 

zu gleicher Zeit bestehen müssen, worin x als bestimmte Function von c auf- 
zufassen ist, oder anders ausgesprochen, es muss die Beziehung y i = F{Xy Zy c) 
bestehen bleiben, wenn y, und z vertauscht werden, wenn man nur überall 
c durch X ersetzt. Sei nun die eben bezeichnete Gleichung 

(56.) (p^,{Xy Zy c)yr+9>i(ir, «, c) yp* + • • • + 9>m-i («, «, c)yi + 9)^(a?, z, c) = 0, 

in welcher die y- Functionen ganze Functionen von x und z sein werden, 
80 wird auch: 

(57.) (^ü (a:, y 1, x) «•* 4- (p, (x, yi, ;?)«"-' + — 4- <p^-i {x,yijX)z+(p^ {x, y , , x) = 

sein, und da die zweite Gleichung aus der ersten durch Substitution von yi , z 
und X statt z, y^ und c hervorgegangen ist, so werden auch die (p ganze Func- 
tionen m^° Grades von z sein, und es werden die beiden Gleichungen in 
-der Form darstellbar sein 
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worin A„^ B„^ ... M„ aas a«, b^^ ... m„ durch Substitation von x statt c 
erhalten werden. Stellen wir die zweite dieser Gleichungen mit der ersten 
in der Form 

zusammen und eliminiren s, so muss sich, da jfi nicht «in algebraisches 
particuläres Integral der Differentialgleichung erster Ordnung sein sollte, 
eine in tfi identische Gleichung ergeben. Eliminirt man 5*" aus jenen beiden 
Gleichungen, so ergiebt sich eine Gleichung (m — 1)*«° Grades in «, deren 
Coefficienten wiederum ganze Functionen von x und jfi sein werden; nimmt 
man aber an, dass die Gleichung (56.) irreductibel in y,, also (57.) irre- 
ductibel in j5 ist , so muss diese Gleichung (m — 1)^^ Grades in s identisch 
verschwinden; aber da die Coefficienten gleich Null gesetzt wieder y^ als 
algebraische Function definiren wttrden, so muss jenes identische Ver- 
schwinden der Coefficienten der 5 -Potenzen auch für beliebige Werthe 
von yi stattfinden, und wir bekommen Beziehungen von der Form: 

i4ü «1 = -Bü flu > -4) bi+Ai »1 = Ä(, 6(1+^1 «07 Ali Ci+-4i bi+A2 «i = Bo £\,+ ^i b^i+B2 Oo? • • • 

ebenso 

^fljssCoOü, Aob2'\'Aia2=^ Cobo+CiOoj ... 

und ähnliche, welche alle durch dieselbe Beziehung zwischen x und c be- 
friedigt werden mtlssen. 

Betrachten wir aber jetzt wieder den speciellen Fall, in welchem 
die gesuchte Relation zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale 
X nicht explicite enthält, also von der Form ist 

(69.) y = F{y,, c), 

so wird 

SF(y„c) 

(600 fix, y.) = ^-Sft^ 

sein, worin M eine der Form nach noch weiter zu bestimmende algebraische 
Function von x und c ist, fix, yO jedoch selbst c nicht enthalten darf. 
Denkt man sich in (60.) c = gesetzt, so folgt 

fi^y y) = f^{^)Hy\ 
worin ti{x) und l{y) reine algebraische Functionen von x und y sind, und 
wir erhalten alle Differentialgleichungen von der gesuchten Eigenschaft in 
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der Form 

(61.) -^ = Mx)Hy). 

Fragen wir nun umgekehrt, welchen Differentialgleichungen von dieser 
Form auch wirklich eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen 
und eimem particulären Integrale entspricht, so kann wegen 

-^:=.^{x)dx, ^^ = fl(x)dx, 

die Frage auch so gestellt werden: Wann hat die Differentialgleichung 

(62.) -^ = #. 

ein allgemeines algebraisches Integral? Ist nun o ein willkürlicher con- 
stanter Werth and sei ^y,^« = C, so können wir das Integral der Gleichung 
(62.) in die Form setzen 

^'^'^•^ J X(f,) J k(t,) -J linV 

a tt , 

eliminirt man nun zwischen 

y = P(yii c) und C = F(a, c) 
die Constante c, so folgt eine algebraische Beziehung 

(64.) C= F,(y, y„ a) 

als Integral von (62.), d. h. das Integral 

hat ein algebraisches Additionstheorem. Lassen sich umgekehrt zwei gleich- 
artige Integrale dieser Form zu etitem solchen vereinigen mit algebraischer 
Relation zwischen den oberen Grenzen, so wird jede Differentialgleichung 
von der Gestalt 

i = A*(x)^(y) 
wegen 

oder der daraus folgenden Gleichung (63.) eine algebraische Beziehung 
zwischen dem allgemeinen und einem particulären Integrale liefern, und wir 
erhalten somit den folgenden Satz: 

38» 
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür y daes eine Diffe- 
rentialgleichung ~^ = fi^fH) *o beschaffen ist, dass ihr allgemeines Integral 

eine algebraische Function eines particulären Integrales und einer willkür- 
lichen Constanten ist, ist di^ dass f{x, y)^ fiix).^ {y\ tDorin fi {x) eine füiU- 
kurliche algebraische Function eon x und l{g) eine solche algebraische 

Function von y bedeutet, dass -y^ ein Differential erster Gattung vom Ge- 
schlechte 1 ist. 

Wien, Januar 1881.. 
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üeber die Discriminante algebraischer Fuiictionen 

einer Variabein. 

(Von L. Kronecker.) 



Vorbemerkung. 

1/ie Abhandlnng, deren ersten Theil ich hier veröflFentliche, ist von 
mir in der Sitzung der hiesigen Akademie der Wissenschaften am 16. Januar 
1862 vorgetragen worden. Von anderen Untersuchungen, deren Resultate 
sich in den Monatsberichten desselben Jahres angegeben finden, aufs Leb- 
hafteste in Anspruch genommen, habe ich damals unterlassen, die Abhand- 
lung in den Denkschriften der Akademie, für welche sie bestimmt war, zum 
Abdruck zu bringen. Aber ich habe den wesentlichen Inhalt der darin 
gegebenen Entwickelungen schon in jener Zeit und seitdem regelmässig in 
meinen an der hiesigen Universität gehaltenen Vorlesungen mitgetheilt, die 
weitreichende Bedeutung des einfachen Princips derselben eingehend erörtert 
und das Interesse daran, wie ich von Manchen meiner Zuhörer im näheren 
persönlichen Verkehr erfahren habe, von Anfang an erweckt und in weiteren 
Kreisen verbreitet. So habe ich namentlich, um nur eine meiner älteren Uni- 
versitäts-Vorlesungen anzuführen, im Wintersemester 1865/66 unter Zugrunde- 
legung des Begriffs der ganzen algebraischen Grössen und Zahlen die allge- 
meinen Principien für die Zusammenfassung aller durch einander rational 
ausdrttckbaren algebraischen Grössen sowie für deren Darstellung als 
homogene lineare Functionen einer gewissen Anzahl derselben vollständig 
dargelegt und im Wintersemester 1870/71 an die bezüglichen Erörterungen 
eine ausführliche Behandlung der algebraischen Functionen einer Variabein, 
also des speciellen Gegenstandes der vorliegenden Abhandlung geknüpft. 
Unter meinen Zuhörern von 1865/66 befanden sich die Herren Brill, Kiepert, 
Lilroth, Schwärs, unter denen von 1870/71 die Herren Dantscher, Kiepert, 
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SUckelberger, Stolz, in der Zwischenzeit namentlich auch die Herren Netto 
und Frobenius, und Herr Netto hat erst neuerdings im vorigeit Bande dieses 
Journals interessante Untersuchungen veröflFentlicht, bei welchen der Inhalt 
jener Vorlesungen den Ausgangspunkt bildet 

Auf das Princip, welches den folgenden Entwickelungen zu Grunde 
liegt, wurde ich durch allgemeine, die Theorieen complexer Zahlen betreffende 
Untersuchungen im Jahre 1857 geführt. Die Allgemeinheit der Untersuchun- 
gen leitete unmittelbar auf den Begriff der ganzen algebraischen Zahlen als • 
Wurzeln ganzzahliger Gleichungen F{x) = 0, d. h. solcher, in . welchen der 
Coefficient der höchsten Potenz von x gleich Eins und die übrigen Coef- 
ficienten ganze Zahlen sind; bei der Behandlung specieller Theorieen com- 
plexer Zahlen bot sich die Auffassung derselben als ganzer ganzzahliger 
Functionen einer bestimmten ganzen algebraischen Zahl zunächst dar. Dabei 
erhoben sich aber gewisse Schwierigkeiten, die freilich einzig und allein 
die Bestimmung der complexen Discriminanten-Factoren betrafen, und auch 
nur dann auftraten, wenn die behandelten speciellen complexen Zahlen die 

Eigenschaft zeigten, dass dabei ganze algebraische Zahlen in der Form 

• 

gebrochener complexer Zahlen, d. h. ganzer Functionen der zu Grunde ge- 
legten algebraischen Zahl mit gebrochenen Zahlcoefificienten erscheinen 
konnten. Diese Schwierigkeiten brachten mich nach einiger Ueberlegung in 
dem bezeichneten Jahre zu der Erkenntniss, dass es eine theils unntttse, 
theils schädliche Beschränkung ist, die rationalen Functionen einer durch 
eine algebraische Gleichung definirten Grösse x nur in der Form von ganzen 
Functionen von x, d. h. also, wenn n den Grad der Gleichung bezeichnet, 
als lineare homogene Functionen der u Grössen 1 , x, a?^, ... x*"^ darzu- 
stellen, dass vielmehr die allgemeinere Darstellung derselben durch lineare 
homogene Formen von irgend welchen n rationalen * von einander linear 
unabhängigen Functionen von x durch die Natur der Sache geboten ist 
Hierdurch wird es nämlich ermöglicht. Formen complexer Zahlen auf- 
zustellen, in denen jede ganze algebraische Zahl auch ganz erscheint, und 
damit die oben angedeuteten Schwierigkeiten zu beseitigen. Die Zweck- 
mässigkeit solcher Formen hatte sich auch schon bei den Ätifniiierschen 
Arbeiten über die aus den Perioden von Einheitswurzeln gebildeten com- 
plexen Zahlen gezeigt, und dabei war auch schon jenes Schema der 
bestimmenden Coefficienten aufgetreten, welches durch die Bedingung ge- 
geben wird , dass bei der Multiplication linearer Formen von n Elementen 
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mit ganzzahligen Coefficienten eine ebensolche Form resultirt. Durch diese 
Bedingung werden die Elemente unmittelbar als ganze algebraische Zahlen 
bestimmt, und zwar als solche, die sämmtlich durch eine derselben rational 
ausdrttckbar sind, also einer und derselben „Gattung^^ angehören. 

Damals schon in regem persönlichen Verkehr mit meinem Freunde 
Weiershrass stehend, machte ich demselben Schritt vor Schritt von dem 
Fortgange meiner arithmetischen Untersuchungen Mittheilung, und als ich 
ihm nach kurzer Zeit die neu gewonnene Erkenntniss darlegen konnte, dass 
in der Theorie specieller complexer Zahlen an Stelle der ganzen Functionen 
einer Grösse homogene lineare Functionen einer gewissen Anzahl zusammen- 
gehöriger Grössen zu Grunde gelegt werden müssen, damit alle Schwierig- 
keiten und Ausnahmen beseitigt würden, da forderte er mich auf, dieselben 
Frincipien auf algebraische Functionen einer Variabein anzuwenden, um 
womöglich af^ch dabei die analogen umständlichen Betrachtungen entbehr- 
lich zu machen, welche bei der Behandlung der Integrale algebraischer 
Functionen, wenn alle möglichen Singularitäten der zu Grunde gelegten 
Gleichung zugelassen werden, zunächst erforderlich erschienen. Dies ward 
mir der erste Anlass zu rein algebraischer, von geometrischer Interpretation 
wie von analytischen Hülfsmitteln absehender Behandlung der algebraischen 
Functionen einer Variabein, und ich habe meinem Freunde Weierstrass auf 
seinen Wunsch eine schriftliche Auseinandersetzung der Resultate nebst 
deren Herleitnng am 19. October 1858 (mit diesem Datum bezeichnet) über- 
geben, von welcher er auch damals bei seinen analjrtischen Untersuchungen 
Gebrauch machen konnte. Aber gerade die weiteren Ergebnisse dieser Weier- 
Mtrasi^cheii analjrtischen Untersuchungen waren es, welche meine bezüglichen 
algebraischen in meinen Augen überflüssig machten, und mich — nachdem 
ich die Veröffentlichung im Jahre 1862 unterlassen hatte — später von der 
Publication abstehen liessen. Herr Weierstrass gelangte nämlich zu einer 
wirklichen Darstellung der von ihm so genannten Primfunctionen — welche 
den Kummer^chen idealen Primfactoren entsprechen — in transcendenter Form, 
und damit wurde das eigentliche Fundament der Theorie der algebraischen 
Functionen bloss gelegt und jede auf algebraische Mittel beschränkte Behand- 
lung überholt Der Anlass dazu, dass ich nunmehr dennoch, und nach so langer 
Zeit, meine Arbeit aus dem Jahre 1862 abdrucken lasse, liegt in einer Ver- 
abredung mit den Herren Dedekind und Weber. Als ich im vorigen Jahre eine 
willkommene Gelegenheit fand und ergriff, Herrn Dedekind meine, als eines 
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Mitstrebenden, Anerkennung auszudiUcken, und ihm dabei schrieb, dass ich 
schon seit lange im Besitze der den seinigen vielfach verwandten Principien der 
Theorieen complexer Zahlen *) sei und diese auch für algebraische Fragen 
benutzt habe, theilte er mir in richtiger Voraussetzung des speciellen Gegen- 
standes mit, dass auch er seinerseits in neuerer Zeit und zwar im Vereine 
mit Herrn Weher jene Principien auf die Behandlung algebraischer Func- 
tionen einer Variabein angewendet habe. Als nun später Herr Weher 
die von ihm und Herrn Dedekind verfasste Arbeit für das Journal zusagte, 
entschloss ich mich im Einvernehmen mit denselben, meine eigene bezüg- 
liche Abhandlung vom Jahre 1862 kurz vor der ihrigen und, bevor ich 
von derselben Kenntniss nähme, zum Abdruck zu bringen. Ich habe dess- 
halb die inzwischen von Herrn Weher eingesandte Arbeit uneröfl&iet in die 
Hände des Herrn Prof. Lampe gelangen lassen, der seit lange den speciellen 
Redactionsgeschäften vorsteht, und dieselbe wird im nächsten^Bande dieses 
Journals Aufnahme finden. 

Ich habe geglaubt an meinem Manuscript vom Jahre 1862 keinerlei 
Veränderungen vornehmen zu sollen, wenngleich die Breite der Behand- 
lung mir heute wenig zusagt Auch die Bezeichnung „wesentlicher und 
ausserwesentlicher Theiler der Discriminante" habe ich, obgleich ich 
davon später seltneren Gebrauch gemacht habe**), unverändert beibe- 
halten, weil sie von jener Zeit her aus meinen Universitäts- Vorlesungen und 
privaten Mittheilungen vielfach Aufnahme und Verbreitung gefunden haben. 
Schon bei Abfassung der Arbeit habe ich absichtlich, um den an die zahlen- 
theoretische Entstehung anknüpfenden Charakter der Entwickelungen nicht 
zu ändern, den Gesichtspunkt durchaus festgehalten, die eine der Variabein 
f> als eine „unbestimmte" Grösse, die andere x als deren algebraische 
Function zu betrachten, obgleich es begreiflicherweise sachgemässer ist, 
die gegenseitige Abhängigkeit der beiden Variabein, das durch ihren Zu- 



*) Gemeinsam ist Herrn Dedekind^ und meiner Behandlungsweise das oben dar- 
gelegte Princip der Darstellung complexer Zahlen und Alles, was daraus fliesst; aber 
die Auffassung und Erklärung der Divisoren, von der ich ausgehe, ist von der des 
Herrn Dedekind verschieden, wenn auch natürlich die schliesslichen, von jeder Defi- 
nition der complexen Divisoren unabhängigen Resultate dieselben sind. Ueberdies be- 
steht auch eine Verschiedenheit in Bezug auf die Frage einer naturgemässen Dar- 
stellung der Divisoren, deren Erledigung mir, bei meiner Art des Eintretens in die be- 
züglichen Untersuchungen, von Anfang an als letztes Ziel erscheinen musste, während 
dies bei Herrn Dedekinds Ausgangspunkt nicht der Fall war. 

**) Die modificirten Bezeichnungen finden sich in einem später folgenden Aufsatze. 



Kfonecher, Discriminante algebraischer Functionen einer Variahein. 305 

sammenhang constituirte algebraische Gebilde in das Auge zu fassen. Ich 
möchte es als eines der Hauptergebnisse der Arbeit — welches ich schon im 
Jahre 1858 Riemann mitgetheilt habe — bezeichnen, dass die Behandlung jenes 
so zu sagen allgemeinen oder regulären Falles algebraischer Gleichungen 
zwischen zwei Veränderlichen, auf den sich Riemann mit dem Bemerken 
beschränkt hat (Theorie der Abehchen Functionen Bd. 54 S. 127), dass sich 
„die Resultate auf die übrigen als Grenzfälle leicht ausdehnen lassen'^, auch 
desshalb genügt, weil sich die anderen Gleichungen in solche transformiren 
lassen. Durch die bezüglichen Darlegungen gewinnt man auch erst für das 
von Riemann citirte Verfahren von Lagrange festen Boden, da sonst die Be- 
stimmung fehlt, bis zu welchem Gliede man die Reihe zu untersuchen hat, um 
über die Verschiedenheit der Reihenentwickelungen eine Entscheidung zu 
erlangen. Endlich wird damit jene Mannigfaltigkeit der bei den Reihen- 
entwickelungen algebraischer Functionen vorkommenden Besonderheiten, 
welche die Behandlung derselben so complicirt erscheinen lässt, völlig 
entwirrt, indem vorher die Gleichung in eine solche zu transformiren ist, 
für welche r — a, wenn r die unabhängige Variable ist und nach Potenzen 
von r— a entwickelt werden soll, nicht zu den ausserwesentlichen Factoren 
der Discriminante gehört. Die ursprünglich verlangte Reihenentwickelung 
ergiebt sich dann als eine rationale Function der neuen „regulären^', und es 
offenbart sich hierin der Grund der vielen Complicationen, welche die Reihen- 
entwickelungen algebraischer Functionen darbieten können. Schliesslich 
möchte ich das werthvoUe methodische Hülfsmittel der unbestimmten Coeffi- 
cienten hervorheben, welches ich schon in früher Zeit, z. B. in einem kleinen, 
im XIX. Bande von Liouf>ille% Journal abgedruckten Aufsatze, und seitdem 
stets bei meinen algebraischen und arithmetischen Untersuchungen in der 
umfassendsten Weise benutzt habe. Bei den Entwickelungen welche in den 
§§ 5, 6 und 8 dieses Aufsatzes enthalten sind, bei der Theorie der Elimination, 
wie ich sie in meinen Universitäts- Vorlesungen zu geben pflege und durch den 
Druck zu veröffentlichen im Begriffe stehe, bei der Theorie der verschiedenen 
„Classen" von Gleichungen, die im Ga/ot^schen Sinne besondere Gruppen 
von Substitutionen haben, endlich zumal bei der allgemeinen Theorie alge- 
braischer Grössen, wie sie in einem folgenden Aufsatze skizzirt werden soll, 
findet jenes methodische Hülfsmittel die ausgedehnteste und erfolgreichste 
Verwendung. 

Berlin, August 1881. 

Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 39 



306 Kronecker, DUcriminante algdtraUcher Functionen einer Varidbeln. 

§ 1. 

Wenn eine Grösse x von gewissen Variabein r, v', v", ... in der 
Weise abhängt, dass sie Wurzel einer Gleichung ii^° Grades ist, deren 
Coefficienten die Grössen e nur rational enthalten, so wird x im Allgemeinen 
als algebraische Function der Variabein e bezeichnet Denkt man sich die 
irreductible Gleichung F{x, r, r', . . .) = 0, durch welche x als algebraische 
Function von e, f>\ f>\ . . . definirt wird, auf die Form gebracht, dass darin 
der Coefficient von a:" gleich Eins ist, so werden die übrigen Coefficienten 
rationale, ganze oder gebrochene Functionen der Variabein t? sein. Da es 
nun flir die Natur der algebraischen Function x einen wesentlichen Unter- 
schied bedingt, ob F{x^ r, «', «", . . .) auch in Bezug auf die Grössen « eine 
ganze Function ist oder nicht, so soll im ersteren Falle — analog der her- 
kömmlichen Ausdrucksweise fllr die rationalen Functionen — x als game 
algebraische Function von «, r', «", . . . bezeichnet werden. Eine Grösse 
X ist demnach eine „ganze algebraische Function" gewisser Variabein, wenn 
dieselbe einer irreductibeln Gleichung genügt, in welcher der Coefficient der 
höchsten Potenz von x gleich Eins ist, während die übrigen Coefficienten 
ganze rationale Functionen der unabhängigen Variabein sind. 

Aus der gegebenen Definition folgt unmittelbar, dass jede ganze 
algebraische Function die Eigenschaft hat, für endliche Werthe der unab- 
hängigen Variabein niemals unendlich werden zu können, sowie andererseits, 
dass jede algebraische Function, welche diese Eigenschaft hat, noth wendig 
eine ganze algebraische Function sein muss. Aus dieser charakteristischen 
Eigenschaft geht femer hervor, dass jede ganze algebraische Function von 
ganzen algebraischen Functionen wiederum eine solche ist, sowie dass, wenn 
eine ganze algebraische Function von r, r', f>\ . . . rational ist , dieselbe 
eine ganze rationale Function eben dieser Variabein sein muss. Endlich 
sieht man leicht, dass man in gewisser Hinsicht von der Voraussetzung der 
Irreductibilität abstrahiren kann, welche in Bezug auf jene die ganze alge- 
braische Function definirende Gleichung gemacht worden ist; denn eine 
Grösse x erweist sich schon dadurch als ganze algebraische Function von 
f>, €?', fj", . . . , dass dieselbe irgend einer, wenn auch reductibeln, Gleichung 
F(a:) = genügt, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x 
gleich Eins ist, während die übrigen Coefficienten ganze rationale Func- 
tionen der Variabein r, v\ «", . . . sind. Aber dje definirende Gleichung 
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äer Gleichung F = ist, welche ich im Folgenden auch als „Discriminante 
der ganzen algebraischen Function a?" bezeichnen will, so ergiebt die vor- 
stehende Ausführung, „dass jede durch x, e, f>\ ... rational ausdrttckbare 
ganze algebraische Function der Variabelp r, multiplicirt mit der Discrimi- 
nante von Xy als game rationale Function von x^ e, f>\ ... dargestellt 
werden kann^^ 



§2. 

Wenn nunmehr x eine ganze algebraische, durch die Gleichung 
F{Xy €?) = definirte Function einer einzigen Variabein r, und D (r) die Dis- 
criminante derselben bedeutet, so werden alle ganzen algebraischen Func- 
tionen von €?, welche zugleich rationale Functionen von x und r sind, in 
der Form: 

enthalten sein, wenn auch für die Coefficienten A^ (r), A^ (e), . . . nur solche 
rationale Functionen von © genommen werden, deren Nenner Theiler der 
Discriminante D{f>) sind. Man wähle nun unter denjenigen ganzen alge- 
braischen Functionen, welche in dieser Form dargestellt in Bezug auf x 
vom m*ö^ Grade sind, eine solche aus, für die der Nenner der rationalen 
Function A^(e) von möglichst hohem Grade ist. Wird alsdann dieser Nenner 
mit N^{f>)^ der Zähler mit M(f>) bezeichnet, so giebt es, da diese beiden 
Functionen ohne gemeinschaftlichen Factor vorausgesetzt werden, zwei eben- 
falls ganze rationale Functionen P(f>) und Q(p), fttr welche die Gleichung: 

P{f>).M{f>)+Q(f>).N^{f>) = 1 

stattfindet. Demnach wird man, wenn die ganze algebraische Function 
A^{v).x'"-\ — mit P{f>) multiplicirt und alsdann Q{f>).x'^ dazu addirt wird, 
wiederum eine ganze algebraische Function erhalten, welche als ganze 
rationale Function von x dargestellt nur vom m^en Grade, und in welcher 

1 
der Coefficient von a?"* gleich ,, . v ist. Bezeichnet man die auf diese 

Weise erhaltenen ganzen algebraischen Functionen fttr die verschiedenen 
Werthe des m von 1 bis (»—1) mit: 

und setzt der Gleichförmigkeit halber l=/ü(a:, r), so soll das System der 
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Es folgt nämlich unmittelbar aus äer Irreductibilität der Gleichung F(x, f>) = 0, 
dass zwei Ausdrücke von der Form (I.) nur dann einander gleich sein 
können, wenn die Coefficienten beider mit einander übereinstimmen, d. h. 
wenn die Ausdrücke identisch sind. 

Die Nenner iVi (r), iVi(€?), ... iV..i(<?}, welche beziehungsweise in den 
Functionen ^((r, r), /ifa?^«), ... fn^iix^v) auftreten, lassen sich noch näher 
charakterisiren , wenn man sich jede dieser Functionen durch die vorher- 
gehende ausgedrückt denkt. Da nämlich das Product x.f,^i{x, f>) eine ganze 
algebraische Function von f> und als ganze Function von x vom m^^ Grade 
ist, so muss es, ebenso wie oben (p (x, r), auf die Form 

R^"^^ if>)fn. {x, r ) + R[-^ (€)/•_, {X, f>) + . . . + Äi:> (r ) 
gebracht werden können. Da nun hierin der Coefficient von a?*", wenn 
nach Potenzen von x entwickelt wird, ^ ^^ , aber in x.f^^i{x^ f>) offenbar 

-jT^ — -^ ist, so resultirt die Gleichung 

und wenn nach einander iw = 1, 2, 3, ... genommen wird: 

Bei der hier angegebenen Darstellung der Functionen f, nämlich: 

ist offenbar auch die Annahme zulässig, dass jeder der Coefficienten Äj^V«), 
fi^"*^(t?), . . . -Rir^(f?) von niedrigerem Grade als der Nenner Ä^"*^(r) sei; denn 
anderenfalls kann man statt der Coefficienten R{f>) im Zähler den bei der 
•Division durch den Nenner Ä^"'^(r) verbleibenden Rest setzen, ohne dass 
die hierdurch entstehende Function fm{x,f>) eine derjenigen Eigenschaften 
verliert, durch welche dieselbe oben charakterisirt worden ist. 



§3. 

Bezeichnet man die n verschiedenen Wurzeln der irreductibeln Glei- 
chung F(xy «?) = 0, d. h. also die n verschiedenen Werthe der ganzen alge- 
braischen Function x mit Xq, Xi, (Tj, ... (r««i, so ist die Determinante des 
Systems n^^^ Ordnung: 



Kronecker, Discriminante algebraischer Functionen einer Variabein. 311 



eine alternirende Function der Grössen Xo, a^i, ..• aj»«i und zugleich eine 
gansse algebraische Function von r^ also ist das Quadrat dieser Determinante 
eine ganze rationale Function von e und soll mit J{f>) bezeichnet werden. 
Nach demjenigen, was über die Bildungs weise der Functionen f vor- 
ausgesetzt worden, hat jede derselben die Form: 



Die Determinante des aus den Functionen f gebildeten Systems, nämlich y^(©), 
ist demnach gleich dem reciproken Werthe des Products Ni{f>).N2{v)..,N^^i{f>\ 
multiplicirt mit der Determinante des Systems: 



1, 


a?uj 


iTo, 




1, 


a?!. 


a?!. 




1, 

• 
• 


• • 

• • 


•^2 7 

• • • 

• • • 


• • M/2 

• • • 

• • • 



Da aber das Quadrat dieser letzteren Determinante dem absoluten Werthe 
nach gleich der Discriminante der Gleichung F=0 ist, welche mit D{v) 
bezeichnet worden ist, so hat man: 

±D{f>) = J(f>).{N,{f>).N,{v)...N,^,{v))\ 

woraus auch hervorgeht, dass J{v) nicht verschwinden kann. 

Wenn nun (poix\ (pi{x\ (p2{x\ ... y»-i(ic) irgend welche rationalen 
Functionen von x und e bedeuten, die sich also sämmtlich auf die Form: 

bringen lassen, so wird die Determinante des aus den «^Functionen yt(a?,, ©) 
gebildeten Systems gleich der Determinante des aus den rationalen Func- 
tionen **,,(«) gebildeten Systems, multiplicirt mit i^ (r). Sind die Func- 
tionen (p sämmtlich ganze algebraische Functionen von r^ so ist das Quadrat 
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äer Determinante des durch cpki^i, v) repräsentirten Systems eine ganze 
rationale Function von <?, welches mit D^(f>) bezeichnet werden möge. 
Alsdann sind femer die rationalen Functionen **,.(«) sämmtlich ganz, und 
es ist also die betreifende Determinante eine ganze rationale Function R (r). 
Man hat daher die Gleichung: 

D^{v) = ^(^).(ß(t^))^ 

welche zeigt, dass das Quadrat der Determinante jedes durch (fkiXi^v) 
repräsentirten Systems eine ganze rationale durch J(f>) theilbare Function 
von V ist, wenn (poi^y^), (pi{x,t>\ ... ^«_i(a:, r) ganze algebraische Func- 
tionen von f> bedeuten, und dass demnach eben dieses Quadrat der Deter- 
minante, wenn es von möglichst niedrigem Grade, aber nicht gleich Null 
sein soll, von J{f>) sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden 
kann. Das Fundamentalsystem der Functionen f ergiebt daher die Deter- 
minante niedrigsten Grades, und umgekehrt hat, wie leicht zu sehen, jedes 
System von ganzen algebraischen Functionen y, welches zu einer Deter- 
minante desselben Grades führt, flir welches also D^{f>) = c,J (f>) ist, eben- 
falls die charakteristische Eigenschaft eines Fundamentalsystems, dass sich 
jede ganze algebraische Function von f>, welche durch x und f> rational 
ausdrückbar ist, als lineare Function der n Grössen q> darstellen lässt, deren 
Coefficienten ganze rationale Functionen von f> sind. 

Es sei nunmehr (p^ (x, t?) = 1, ferner sei y irgend eine ganze algebraische 
Function w*^'^ Ordnung (pi(x,f)), so dass y, = 9?i (a?. , «?) ist, endlich setze man 
y* = (Pk{x, f?), also yj = (Pk{Xi^ f>). Alsdann wird das Quadrat der Determinante 
des durch ^^(x,, c) repräsentirten Systems, d.h. also J9y(t?) gleich der Dis- 
crimmante der Gleichung «*®^ Grades Fi (y, t?) = , durch welche die alge- 
braische Function y definirt wird. Man hat also, wenn diese Discriminante 
mit Di{v) bezeichnet wird: 

D,{f>) = z/(t)).(/?(r)y, 

während oben flir die Discriminante von x die ähnliche Beziehung: 

sich ergeben hatte. Es ist demnach ^/ (t?) nicht bloss ein Theiler der Dis- 
criminante der Gleichung F((r, t?) = sondern auch ein Theiler der Dis- 
criminanten aller derjenigen irreductibeln Gleichungen n^^^ Grades, durch 
welche ganze algebraische Functionen von t? definirt werden, die zugleich 
rationale Functionen von x und r sind. Ich nenne desshalb diesen Divisor 
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der Discriminante der Gleichung F{x, r) = den „wesentlichen Theiler*' 
derselben und bezeichne im Gegensatz dazu den übrigen Theil der Dis- 
criminante, welcher ein vollständiges Quadrat ist, als „ausserwesentlichen 
Theiler". Diese letztere Bezeichnung wird sich nämlich rechtfertigen, inso- 
fern gezeigt wird, dass eben nur der als wesentlicher Theiler bezeichnete 
Ausdruck J{f>) gemeinsamer Divisor aller erwähnten Discriminanten, d. h. 
also der grösste gemeinschaftliche Factor derselben ist 

Wenn es im Folgenden nöthig werden wird, die einzelnen Linear- 
factoren des wesentlichen und ausserwesentlichen Theilers der Discriminante 
zu berücksichtigen, so werde ich dieselben kurzweg als „wesentliche^^ und 
resp. „ausserwesentliche Factoren" der Discriminante der algebraischen 
Function x bezeichnen. Es ist femer zu erwähnen, dass im Vorhergehenden 
der wesentliche und ausserwesentliche Theiler der Discriminante nur abge- 
sehen von einer Constanten erklärt und bestimmt worden ist. Für die vor- 
liegende Untersuchung ist dies auch hinreichend, so lange x eben nur als 
algebraische Function der Variabein e betrachtet und demnach von den in 
der Gleichung F{x, v) = ausserdem noch vorkommenden und als constant 
bezeichneten Grössen abgesehen wird. Auf diesem Standpunkte, wo man 
die besondere Natur und Beschaffenheit, welche der algebraischen Function 
X durch die in der definirenden Gleichung enthaltenen Constanten gegeben 
wird, nicht in Rücksicht zieht, kann auch nur eine solche Unterscheidung 
zwischen den verschiedenen Theilern der Discriminante gewonnen werden, 
welche deren Linearfactoren in f> betrifft. Desshalb ist es hier auch ganz 
gleichgültig, welche Bestimmung man über eine der Function J{v) hinzu- 
zufügende Constante treffen möge. Aber es ist vortheilhaft, hierüber in irgend 
einer bestimmten Weise zu disponiren, um die folgenden Resultate einfacher 
präcisiren zu können. Aus diesem Grunde will ich annehmen, dass J(f>) 
selbst, d. h. der wesentliche Theiler von D{e) so bestimmt sei, dass der 
Coefficient der höchsten Potenz von e darin gleich + 1 wird. Das oben 
erlangte Resultat lässt sich alsdann in folgender Form aussprechen: 

Der wesentliche Theiler der Discriminante einer mit x bezeichneten 
ganzen algebraischen Function von r ist, abgesehen von einer so eben 
bestimmten Constanten, gleich dem Quadrate der Determinante eines 
durch fj,{Xij f>) repräsentirten Systems, wenn die Functionen /J,(aj, r), 
fi{x, <?), ... fn^iixy €?) irgend eines der Fundamentalsysteme bilden; 
und es kann dies als erste charakteristische Eigenschaft des wesentlichen 
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Theilers der Discriminante angesehen werden. Der ansserwesentliche Theiler 
derselben ist auch in Bezag auf seinen constanten Factor dadurch vollkommen 
definirt, dass das Product des wesentlichen und ausserwesentlichen Theilers 
genau gleich der Discriminante selber sein soll. Die erste Eigenschaft des 
letzteren aber, welche ebenfalls aus den obigen Ausführungen hervorgeht 
und eine für die Unterscheidung der beiden Theiler charakteristische Be- 
ziehung enthält, lässt sich dahin formuliren: 

Der ansserwesentliche Theiler der Discriminante einer ganzen alge- 
braischen Function x ist stets das Quadrat einer ganzen rationalen 
Function der unabhängigen Variabein r, und zwar ist derselbe 
gleich dem Quadrate der Determinante des Substitutionssystems, 
welches man erhält, wenn man die n ganzen algebraischen Func- 
tionen 1, X, x^^ ... x""^ linear durch die n Functionen eines Fun- 
damentalsystems ausdrückt. 
Es muss also andererseits das Substitutionssystem, vermittelst dessen die Func- 
tionen eines Fundamentalsystems als lineare Functionen von 1, a?, a:', ... a?""*, 
d. h. als ganze rationale Functionen von x dargestellt werden, eine Deter- 
minante haben, deren Quadrat gleich dem reciproken Werthe des ausser- 
wesentlichen Theilers ist. Wenn dieser nicht etwa eine Constante ist, so 
müssen also irgend welche der Elemente jenes Substitutionssystems ge- 
brochene Functionen von e sein, und jeder einzelne ansserwesentliche Factor 
(©— a) muss in irgend welchem der Elemente als noth wendiger Nenner vor- 
kommen. Für jeden ausserwesentlichen Factor (<? — «) ist es desshalb eine 
zweite charakteristische Eigenschaft, 

dass ganze algebraische Functionen von f> existiren, die sich nur 
als gebrochene rationale Functionen von x und f> und zwar mit 
dem Nenner (r — a) darstellen lassen, oder mit anderen Worten, 
dass es ganze rationale Functionen von x und v giebt, welche in 
Bezug auf x höchstens vom (n — l)*en Grade und durch (r — a) 
nicht algebraisch theilbar sind, und welche dennoch, durch (ü— a) 
dividirt, eine ganze algebraische Function von © ergeben. 
Es ist hierbei zu bemerken, dass ein durch die erwähnte Eigenschaft als 
ausserwesentlicher Factor charakterisirter Linearfactor der Discriminante 
ausserdem zugleich in dem wesentlichen Theiler derselben enthalten sein 
kann. Endlich ist noch zu erwähnen, dass, wie aus der Bildung der Func- 
tionen f leicht zu ersehen ist, ein ausserwesentlicher Factor (v — a) mindestens 
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zur 2m*e^ Potenz erhoben in äer Discriminante enthalten sein muss, wenn 
es ganze algebraische Fanctionen von r giebt, die sich als ganze rationale 
Functionen («— m)*«^ Grades von x darstellen lassen, und zwar so, dass 
irgend eine der rationalen Functionen von r, welche die Coefficienten bilden, 
im Nenner den Factor (r— a) enthält 

§4. 

In den vorstehenden Ausführungen ist nicht eigentlich von der Vor- 
aussetzung der Irreductibilität der Gleichung F{xj r) = Gebrauch gemacht 
worden. Nur insofern eine reductible Gleichung nicht eine sondern mehrere 
algebraische Functionen zugleich definirt, würden die obigen Resultate anders 
zu formuliren sein, wenn man für die zu Grunde gelegte Gleichung die 
Voraussetzung der Irreductibilität fallen lässt. Bedeutet F{x, r) = eine 
reductible Gleichung r^en Grades, in welcher der Coefficient von x"" gleich 
Eins ist, während die übrigen Coefficienten ganze rationale Functionen von 
f> sind, so definirt diese Gleichung so viel ganze algebraische Functionen 
von f> (nebst ihren conjugirten), als die Anzahl ihrer irreductibeln Factoren 
beträgt. Diese algebraischen Functionen sind sämmtlich von einander ver- 
schieden, sobald — wie vorausgesetzt werden soll — die Discriminante 
von F(a?, f?) = 0, welche mit D{c) bezeichnet werden möge, nicht ver- 
schwindet. Analog den Functionen 

Ao{v) + A^{v).x + A2if)).x^ + "' + A^^i{e).x''^\ 

welche im § 2 den Ausgangspunkt bildeten, können Ausdrücke von der Form 

nur dann algebraische Functionen von v darstellen, welche für alle durch 
die Gleichung F(x,r) = definirten Werthe von x ganz sind, wenn die 
rationalen Functionen A[f>) keine anderen Nenner als Theiler von D(r) 
enthalten. Dies geht aus den im § 1 gegebenen Entwickelungen unmittel- 
bar hervor, wenn dabei von der Voraussetzung der Irreductibilität der zu 
Grunde gelegten Gleichung abgesehen wird. Hiernach lässt sich ganz 
ebenso wie im § 2 ein System von Functionen 

%(x,v\ Ji(x,v\ A(ir,€?), . . . fr^i(x,f>) 

bilden, welche den dort mit f{x, e) bezeichneten genau entsprechen und 
folgende Eigenschaften haben: 

40* 
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1. Sie sind sämmtlich ganze Functionen (r— l)*«» Grades von x, welche 
als Coefficienten nur solche rationale Functionen von v hahen, 

deren Nenner Theiler der Discriminante D(v) sind, 
n. Sie stellen ganze algebraische Functionen von v dar, sobald für 

X irgend eine der verschiedenen durch die Gleichung F{x, v) = 
definirten algebraischen Functionen von f> gesetzt wird, so dass 
auch der Ausdruck 

in welchem Bo{v)^ Bd^)^ ... ^r-i(«) ganze rationale Functionen 
von V bedeuten , flir alle der Gleichung F{x, ©) = genügenden 
Werthe von x nur gansse algebraische Functionen von e darstellt 
ni. Es lässt sich andererseits jede rationale Function von x und c, 
welche für alle durch F{x, v) = definirten Functionen x alge- 
braisch ganze Functionen von v ergiebt, durch die angegebene 

in /ü, ^, /i, ... fr-i lineare Form darstellen, und zwar in dem 
Sinne, dass die darzustellende Function mit dieser Form für sämmt- 

liehe der Gleichung F{x, r) = genügenden Werthe von x über- 
einstimmt. 

Die zuletzt angeführte Eigenschaft des Systems der Functionen f cha- 
rakterisirt dasselbe als ein Fundamentalsjstem, und es folgt nunmehr ganz 
wie im § 3, dass das Quadrat der Determinante 

in welcher x^), jji, ... x^j die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 

F{Xy r) = bedeuten, eine ganze Function von e und zwar ein Theiler von 

D{f>) ist Bezeichnet man, wie im § 3, diesen Theiler der Discriminante der 

Gleichung F(x, t?) = als den „wesentlichen", den anderen aber als den 
„ausserwesentlichen", so leuchtet ein, dass der letztere ein vollständiges 
Quadrat ist Beide Theiler aber lassen sich aus den wesentlichen und 
ausserwesentlichen Theilem der Discriminanten der einzelnen Factoren von 

F{x, f>) leicht zusammensetzen. Es ist nämlich, genau wie im § 3, zu zeigen, 

dass der wesentliche Theiler der Discriminante von F{x, r) = zugleich 
Theiler des Quadrates jeder Determinante 



9i{^k, f^) 



(•,»««>, l,...r — l) 
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ist, wenn die r^ Functionen gi{xj^,v) sämmtlich, d.h. für alle Werthe der 
Indices • und & ganze algebraische Functionen von f> darstellen. Ist nun 

wo * und y ganze Functionen von x, beziehungsweise von den Graden 
m und n bedeuten, deren Coefficienten ganze Functionen sind, werden 
femer mit 

a-^j, j?!, ... x^^i die Wurzeln von ^{x, r) = 
und mit 

Xm9 aj^+1? • • • Xr^i die Wurzeln von V(xy r) = 
bezeichnet, und sind endlich 

ViiiiX, t?), tpi{X, €?), ... tpn-liX, f>) 

(beziehungsweise ftir die Gleichungen *((r, €?) = 0, V(x,f>) = 0) Funda- 
mentalsysteme im Sinne der obigen, auch flir reductible Gleichungen 
geltenden Erklärung, so lassen sich rationale Functionen 

9o{^9 ^)j 9li^9 ^)} 92(^9 ^)j • • • 9r-ii^9 ^) 

80 bestimmen, dass 

9ii^k, f>) = <Pi{^k9 «) 

wird, wenn beide Indices 1 und k kleiner als m sind, dass hingegen 

wird, wenn beide Indices grösser als m-1 sind, und dass endlich 

9ii^k, <?) = 

wird, wenn einer der beiden Indices kleiner als m ist, der andere aber nicht. 
In der That braucht man zu diesem Behufe nur zwei ganze Functionen 
von x mit Coefficienten, die rationale Functionen von f> sind, 

P{x, t?), Q{x, f?) 
so zu wählen, dass 

P{x, f>)^{x, f)) + Q{x, f>)'P(x, €?) = 1 

wird, und alsdann für ä = 0, 1, ... m— 1 

g^{x, e) = (p,ix, v)Q{x, v)W{x, f>\ 
aber für i = m, m+1, ... r — 1 

gi{Xy e) = xpi[x, f>)P{x, v)<P{x, f>) 
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ZU setzen. Das Quadrat der aus diesen r^ Functionen gtixt^v) gebildeten 
Determinante, welches nach einer bereits oben gemachten Bemerkung den 

wesentlichen Theiler der Discriminante von F{x, r) = als Theiler ent- 
halten muss, ist offenbar gleich dem Quadrate des Productes der beiden 
aus den m^ Elementen (f und den n^ Elementen yj gebildeten Determinanten, 
d. h. gleich dem Producte der wesentlichen Theiler der Discriminanten von 
*(ir, r) und V{x,f>). Es muss daher das Product der wesentlichen Theiler 
der Discriminanten von ^{x,f>) und V{x, v) durch den wesentlichen Theiler 
der Discriminante des Productes *(aj, v) . V{x, e) theilbar sein. Andererseits 
lässt sich aber zeigen, dass der wesentliche Theiler der Discriminante von 

F{xyp) durch das Product derjenigen von ^{x,f>) und V{x,f>) theilbar sein 
muss. Denn die mit fi{x, v) bezeichneten Functionen des Fundamental- 
systems für F{x, €?) = lassen sich als homogene ganze lineare Functionen 
der r Elemente goixyv)^ 9i{x,f>)^ ... gr^i{x,f>) so darstellen, dass die Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen von e sind, da die Gleichung 

fi{x, r) = Coi{e)go{x, f>)+Cuif>)gi{x, «) + ••• + Cv^M(€?)fl^r-i(a?, «) 

offenbar für alle r Werthe x = Xi)j oji, ... a?^, erfüllt ist, wenn die Coef- 
ficienten C so bestimmt werden, dass für die ersten m Werthe von x 

für die folgenden n Werthe aber 

wird. Das gewonnene Resultat lässt sich daher, wenn der constante Factor 
des wesentlichen Theilers in der oben angegebenen Weise bestimmt wird, 
folgendermassen formuliren : 

„Der wesentliche Theiler der Discriminante einer reductibeln Glei- 
chung ist gleich dem aus den wesentlichen Theilem der Discri- 
minanten ihrer Factoren gebildeten Producte." 
Ueber den ausserwesentlichen Theiler der Discriminante einer reductibeln 
Gleichung mag hier nur bemerkt werden, dass derselbe stets durch das 
Quadrat der Eliminations-Resultante ihrer Factoren theilbar ist Wenn näm- 
lich wie oben F{Xy f>) = *(a:, f>). V{x, f>) angenommen und die Discriminante 
von F{x,f>) mit D{e) bezeichnet wird, so findet die Gleichung 
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statt, in welcher Di(f>)^ ^2(«')? R{^) beziehungsweise die Resultanten der 
Elimination von x aus 

*(x,,) = 0, ^^ = 0, 

bedeuten. Da nun DiC«), AC«?) beziehungsweise die Discriminanten von 
*(©) und V{f>) sind, und da der wesentliche Theiler von D{v) nur gleich 
dem Producte der wesentlichen Theiler von Di(f>) und* AC«?) ist, so muss 
der Factor R (r)^, d. h. das Quadrat der Eliminations-Resultante von *(ir, <?) = 
und V{x, r) = in der That als Theiler im ausserwesentlichen Theiler der 

Discriminante D{v) enthalten sein. 



§5. 
Versteht man unter ito, iti, ... tr^i unbestimmte Grössen und setzt 

SO genügen a«, «i, ... ä»_i einer irreductibeln Gleichung «*«^ Grades, in 
welcher der Coefficient von a?" gleich Eins ist, während die übrigen Coeffi- 
cienten ganze rationale Functionen von f>, ito, iti, ... tv^^i sind. Wenn 
die Discriminante dieser Gleichung mit D, bezeichnet wird, so ist also auch 
D, eine ganze rationale Function von v und den n Unbestimmten tr, und 
nach dem, was im vorigen Paragraphen bewiesen worden, durch den wesent- 
lichen Theiler der Discriminante von x, d. h. durch J{e) theilbar, da sst 
eine ganze algebraische Function von e ist. Die Discriminante D, enthält 
also einen von den Grössen w unabhängigen Factor, d. h. wenn D, nach 
den verschiedenen Potenzen von ito, iti, ... fr„«i entwickelt gedacht wird, 
so enthalten sämmtliche Coefficienten der verschiedenen Terme von der 
Form trS . trj . . . frr_i einen grössten gemeinsamen Factor, der eine ganze 
rationale Function von v und jedenfalls durch J{v) theilbar ist. Wird 
dieser grösste gemeinschaftliche Factor mit ^i(t?) bezeichnet, so dass also: 

D, = J,{p).V{f), iTo, iTi, ... fr«_i) 

ist, so muss, da D, durch J{f)) dividirt als Quotienten das vollständige 

Quadrat einer ganzen rationalen Function von v ergeben soll, sowohl J^ y 
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als F(€?, iTü, ...) ein vollständiges Quadrat sein. Es wird desshalb: 

D, = ^{f>).{(i{v)y.{W{f>, iTo, w,, ... ir^^Oy 

sein, wo S{v) eine ganze rationale Function von v allein und fTeine ganze 
rationale Function von t? und den Grössen w bedeutet, welche keinen von 
den letzteren unabhängigen Factor mehr enthält. Dass nämlich W nicht 
nur in Bezug auf v sondern auch in Bezug auf tr,,, iti, ... f£?,.i ganz und 
rational ist, geht unmittelbar daraus hervor, dass '(y(f?).fr(f?, ito, Wi, ... fr„„i), 
abgesehen von einem in Rücksicht auf«, ito, tr,, ... tr^^i constanten Factor, 
gleich der Determinante des Substitutionssystems ist, vermittelst dessen 
1, J5, J5% ... ä""^ linear durch die Functionen f ausgedrückt werden. Nach 
der oben angenommenen Ausdrucksweise ist daher J{v) der wesentliche, 
S{f>y. W^ aber der ausserwesentliche Theiler der Discriminante D, und jeder 
Factor von S {e) ein ausserwesentlicher Factor derselben. Wenn nun {v — d) 
einer dieser Factoren und also a eine Constante, d. h. eine von v und 
iTü, t^i, ... iTn«! unabhängige Grösse ist, so muss es — auf Grund der 
zweiten Eigenschaft der ausserwesentlichen Factoren — ganze rationale 
Functionen von z und v geben, welche in Bezug auf s höchstens vom 
(« — 1)*®^ Grade und durch (<? — d) nicht theilbar sind, und welche dennoch, 
durch (<? — «) dividirt, algebraisch ganz bleiben. Es sei nun ip{ss) eine der- 
jenigen Functionen dieser Art, welche von möglichst niedrigem Grade in 

Bezug auf ss sind. Dann ist also yj{z) = V^m««"*+ V^«-i.«"*"*H hV^o, wo die 

Coefficienten der verschiedenen Potenzen von z ganze rationale Functionen 
von €?, ITü , tTi , ... fVn und nicht sämmtlich durch (r — a) theilbar sind ; es 

ist femer m<Zn, _^ eine ganze algebraische Function von v und endlich 
tfj^ nicht durch (<?—«) theilbar, da sonst entgegen der gemachten Voraus- 
setzung eine ganze rationale Function V^,n-i«"*~^H hV'o existirte, welche 

dieselben Eigenschaften wie v/(ä) hätte. Bedeutet nun y eine unbestimmte 

Grösse, so ist auch yz — -^^^ eine ganze algebraische Function von r, 

welche sich, wie ss selbst, mit Hülfe von x rational darstellen lässt. Dieselbe 
kann daher als lineare Function von /o, /i , ... f^^i ausgedrückt, d. h. in 
die Form: 

gesetzt werden, in welcher die Coefficienten u ganze rationale Functionen 
von r, ITü, «Ti, ... ir^^i und y bedeuten. Die Discriminante von yjs— _ 
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ist jQun offenbar nach der obigen Bezeichnungsweise gleich: 

J{v).3{f))\W{v, «ü, «1, ... tt»_i/, 

d. h. gleich dem Ausdrucke, den man erhält, wenn man in der obigen Dar- 
stellung der Discriminante von z die unbestimmten Grössen ir durch die 

Grössen u ersetzt. Andererseits wird aber die Discriminante von t/a — -^^ 

abgesehen vom Vorzeichen, durch das Product: 

77(y(,.-»,)- »W::W )' 
oder 



/7(«,-,,y./7(y-7™=^) 



dargestellt, wenn man darin den Indices k und • sämmtliche Werthe bei- 
legt, bei welchen &>• ist. Da nun das Product //(a^ — ä,)^ bei richtiger 
Bestimmung des Vorzeichens die Discriminante von a, welche mit D, be- 
zeichnet wurde, ausdrückt, so hat man: 

oder indem man den oben angegebenen Werth von D, einsetzt, alsdann den 
gemeinsamen Factor //{f>).d{vy auf beiden Seiten der Gleichung weglässt 
und endlich die Quadratwurzel nimmt: 

Nach der über die Function W(e, ito, tr,, ... fr._i) gemachten Voraussetzung, 
dass sie keinen von den Grössen tr unabhängigen Factor enthalte, kann die- 
selbe nicht durch (t? — a) theilbar sein, also für r = a nicht verschwinden. Es 
muss also, ebenso wie die linke Seite jener Gleichung, auch der zweite 
Factor auf der rechten Seite, nämlich das Product: 






für r = a endlich bleiben, und da dasselbe überdies offenbar für alle anderen 
Werthe von t? endlich und in Beziehung auf v rational ist, so muss es eine 
ganze rationale Function von <?, also überhaupt eine ganze rationale Function 
von €?, IT,) , IT, , ... fr„_i und y sein. Da ferner der Coefficient der höchsten 
Potenz von y in ^(y) gleich Eins ist, so stellt W{y) = eine Gleichung 
dar, deren Wurzeln sämmtlich ganze algebraische Functionen von v sind, 
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d. h. es mass 



für alle von einander verschiedenen Werthe der Indices k und i eine ganze 
algebraische Function von f> sein. Wenn dies aber wirklich der Fall wäre, 
so mtisste auch 



t? — a ,-=1 Zq — Zi 

oder der damit übereinstimmende Ausdruck 

eine ganze algebraische Function darstellen. Da aber 
ist, so erhält dieser Ausdruck die Form 

aus welcher man ersieht, dass derselbe keine ganze algebraische Function 
darstellen kann. Denn es würde dies, weil jener Ausdruck in Bezug auf 
J5 vom (m — 1)*®^ Grade und der Coefficient von ä*""^ nicht durch {v — a) 
fheilbar ist, den Bedingungen widersprechen, welche für die Wahl von V^(ä) 
festgesetzt worden sind. Es zeigt sich also durch diesen Widerspruch, dass 
jene Bedingungen unerfüllbar sind, dass demnach keine Function yj{z) und 
desshalb auch kein ausserwesentlicher Factor (t? — «), d. h. kein Factor von 
S{f>) existiren kann, dass also (J(t?) selbst sich auf eine von © unabhängige 
Constante reduciren muss. Da nun diese Constante mit der Function W 
vereinigt werden kann, so haben wir schliesslich für die Discriminante der 
durch den Ausdruck: 

dargestellten ganzen algebraischen Function s die Gleichung: 

D, = J{f)).{W{f), fTo, IT,, ... fr,_i)y, 

in welcher W eine ganze rationale Function von e, ito, t^i, ... ir.^i be- 
deutet, die keinen von den Grössen ir unabhängigen Factor (r — a) enthält 
Die so eben angeführte Eigenschaft der Function W macht es offen- 
bar möglich, für die bisher unbestimmt gebliebenen Grössen ir derartige 
ganze rationale Functionen von v zu wählen, dass Fr(r, «?„, tri, •.. «?,_i) 
irgend welche gegebenen Factoren (<? — o), (t? — «')? • • • »«^A' enthält In der 
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That lassen sich z. B. immer constante, d. h. von e unabhängige Werthe 
für die Grössen ir finden, durch welche der erwähnten Bedingung Genüge 
geleistet wird, da hierzu nur erforderlich ist, die Grössen 10 so zu bestimmen, 
dass die Gleichung: 

nicht befriedigt werde. Dies ist aber stets möglich, weil diese Gleichung — 
wie bewiesen worden ist — durch unbestimmte Grössen ir, d. h. also iden- 
tisch niemals erfllUt ist, welche Werthe auch a, «', ... haben mögen. Denkt 
man sich nun namentlich die Grössen lOo, tri, ••• ^«-i so bestimmt, dass 
die Function W keinen ausserwesentlichen Factor der Discriminante von x 
enthält, so wird die Discriminante der ganzen algebraischen Function 

mit der Discriminante von x nur den Factor J{f>) gemein haben. Wir haben 
hiermit fUr den wesentlichen Theiler der Discriminante einer ganzen alge- 
braischen Function x die zweite Eigenschaft erlangt, 

dass derselbe der grösste gemeinschaftliche Theiler der Discri- 
minanten aller derjenigen ganzen algebraischen Functionen n^^ 
Ordnung ist, welche sich durch x und f> rational ausdrücken lassen. 
Der ausserwesentliche Theiler ist dagegen im Allgemeinen für alle diese 
algebraischen Functionen verschieden und erhält für jede derselben den 
Werth W^(€?, iTo, iTi, ... fr^_i)^, wenn man darin für ir,,, tri, ... fr^_, solche 
ganzen rationalen Functionen von e setzt, dass die betreffende algebraische 

Function durch den Ausdruck fTu/ü+t^i/iH l-«?«-i/'«-i dargestellt wird. 

Bezeichnet man ferner diesen Ausdruck für unbestimmte Grössen 10 wie 
oben mit ä, so ist vermöge der oben erwähnten ersten Eigenschaft des 
ausserwesentlichen Theilers jede der Functionen ^, /i, ... ^„_,, also auch 
jede andere durch x rational ausdiückbare ganze algebraische Function von 
©, als ganze rationale Function von a, r und tr,,, fi?i , ... w^x^ dividirt durch 
fy(u, iTü , fi?i , . . . u:>n-\) darzustellen. 

Es verdient hervorgehoben zu werden , dass W{f> , itu , itj , . . . ii?,_i) 
keine von c unabhängige ganze Function der Grössen tr als Theiler ent- 
halten kann, sobald n>2 ist. Wäre dies nämlich der Fall, so würde 
wenigstens einer der in Beziehung auf die Grössen tr linearen Factoren von W 

^u{fo{Xi, €i)-fo{x,, D))+tri(/;(ir,, f?)-/i(a?A, «)) + ••• 

••• + «r,-i(/n-i(aj<, f?)-A»i(ir4, v)) 

41 # 
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einen von e unabhängigen Factor haben müssen, d. h. es mtlsste dieser 
Ausdruck, dividirt durch einen der Coefficienten von ito, iTt, ... oder ir„»i, 
von f> unabhängig sein. Haben nun die Functionen f dieselbe Bedeutung 
wie oben , so dass ^ = 1 und /^ (aj, t?) in Beziehung auf x vom m^en Grrade 

ist, so wird jener Ausdruck, abgesehen von dem Factor ^~^* , gleich: 

wo <yo ? (Pu %i V^i) y^^i • • • rationale Functionen von c? bedeuten. Damit 
alle Coefficienten der verschiedenen Grössen w von t? unabhängig seien, 
müssten daher die symmetrischen Functionen von a?, und ar^ rationale Func- 
tionen von e sein, d. h. F{x, t?) müsste, als Function von x allein betrachtet, 
einen in « rationalen Factor zweiten Grades enthalten, und dies widerspricht 
für den Fall « > 2 der Voraussetzung, dass die Gleichung F{x, «) = 
irreductibel sei. 



§6. 

Die Function W^(t?, iCo, w^i, ..• «^«-1) hat, als ganze rationale Function 
von V betrachtet, mit ihrer nach t? genommenen Ableitung W{VyiDo^Wi^...w^_i) 
keinen Factor gemein, so lange nämlich ito, t^i, ... w^^^ noch unbestimmte 
Grössen bedeuten. Denn wenn man sich W als ganze rationale Function 
aller darin enthaltenen Grössen in ihre irreductibeln Factoren zerlegt denkt, 
d. h. in solche, die nicht wiederum ganze rationale Functionen von t? und 
den Grössen w zu Theilern haben, so kann nach dem Inhalt des vorigen 
Paragraphen keiner derselben von den Grössen w unabhängig sein. Be- 
deutet nun [7(t?, iTo, iTi, ... fr«_i) irgend einen dieser irreductibeln Factoren, 
mit dem W* einen gemeinsamen Factor haben soll, so muss der grösste 
gemeinsame Theilcr von W und U eine ganze rationale Function von t? 
und den Grössen tr, also wegen der Irreductibilität der Function U eben diese 
selbst sein. Da also, wenn W ausser U noch den Factor V enthält so dass : 

w=u.v, w = irv+ru 

zu setzen ist , das Product IT V durch U theilbar sein muss und IT wegen 
der Irreductibilität von U keinen Factor mit U gemein haben kann, so muss 
nothwendig V noch den Factor U enthalten, d. h. W muss durch U^ theil- 
bar sein. Diese Theilbarkeit bezieht sich zwar zuvörderst nur auf die 
Variable v, in dem Sinne, dass W durch IP dividirt als Quotienten eine 
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ganze rationale Function von t? ergiebt; aber da U auch in Bezug auf die 
Grössen tr irreductibel angenommen worden, so ist leicht zu sehen, dass 
jener Quotient zugleich eine ganze rationale Function von tr,,, tri, ... tr^^i 
sein muss. Bezeichnet man denselben mit Q, so däss W=^ IP.Q ist, so hat 

dW 

sich also gezeigt, dass, wenn W und -g— einen gemeinsamen Factor U 
hätten, derselbe auch in -^ — , -^ — , . . . -^ enthalten wäre. Unter dieser 



dw^ ' Ott?, ' • • • du> 







11— 1 



Annahme mUsste daher, weil 

W.fJi^) = ±i7|uJo(^(a?*)-/ü(a:0) + «^i(/i(^*)-A(^.)) + '-- 

• . • + fi?^_t (A-i (j:*) - A-i (a?0)} 
ist, irgend einer der in Beziehung auf die Grössen w linearen Factoren 
dieses Productes einem anderen gleich sein, oder doch nur durch einen von 
den Grössen w unabhängigen Factor sich von demselben unterscheiden. 
Die Functionen /Ij, /i, /i, ... sind aber resp. ganze Functionen des nullten, 
ersten, zweiten etc. Grades von x, also von der Form: 

/i = a + a^Xy f^ = b'\'biX+b2X^^ /a = c + c^x+CjX^ + c^x^^ 

wo die Coefficienten o, «i , 6, . . . rationale Functionen von v bedeuten. Soll 
nun derjenige Factor jenes Productes, welcher die Indices k und i enthält, 
nach Multiplication desselben mit einer von tr,,, tr,, . . . unabhängigen Grösse 
l, gleich demjenigen Factor sein, welcher die Indices r und s enthält, so 
bekommt man durch Vergleichung der verschiedenen Coefficienten der ein- 
zelnen Unbestimmten w die Bedingungen: 

i-a^ixj.—x^j = a^iXr-x,), Xb2{xl—x])-^Xb^{Xj,— Xi) = b2{xl'-x]) + b^{Xr-x,\ 
lc^{x\—x^)'\-Xc2{xl--x])-\-lCi{x^'-x^ = C3(a?JI-a?J) + C2(a?'-a?J)-fc,(aj,— a?,), 

und aus diesen ergeben sich leicht, wenn man berücksichtigt, dass «i, 62? C3, 
jedenfalls von Null verschieden sind, die einfacheren Relationen: 

Xj.-^'Xi — Xr+x, und xl'\-Xi,Xi^x] = xl-\-XrX,'\'X]. 

Hieraus folgt durch Elimination von x, die Bedingung: (a?^— a;^)(a:,— a:^) = 0, 
welche offenbar nicht erfüllt ist, und es hat sich daher die Annahme, dass 
W und W^ einen gemeinsamen Factor haben, als unmöglich erwiesen. 

Da nun W und W\ so lange die Grössen u? unbestimmt sind, keinen 
gemeinsamen Factor in t? haben, so lassen sich auch specielle Werthe, d. h. 
specielle ganze rationale Functionen von c? für ito, itj, ... ir„_i setzen, für 
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welche jene Eigenschaft bestehen bleibt. Denn wenn man sich in W und 
W für iTo, fi?i, ... tr^-i ganze rationale Functionen von e irgend eines be- 
liebigen Grades mit noch unbestimmten Coefficienten gesetzt und dann die 
durch Elimination von t? aus W und W entstehende Gleichung gebildet 
denkt, so kann dieselbe nach dem oben Ausgeführten nicht identisch, d. h. 
für beliebige Werthe jener unbestimmten Coefficienten befriedigt werden; 
diese Coefficienten können also stets so gewählt werden, dass eben jene 
Eliminationsgleichung nicht erfüllt wird. Man sieht hieraus auch, dass es 
stets von t? unabhängige, constante Werthe c,j, Ci, ... c^_i giebt, für welche 
W(f>, Co, Ci, ... c««i) und W (f?, Cii^ Ci, ... c^_i) keinen gemeinsamen Factor haben. 

• 

Wählt man dem Inhalte dieses und des vorigen Paragraphen gemäss 
für iTo, iTi, ... fr»_i irgend welche Werthe ito, uj',, ... frl,_i, welche die 
Eigenschaft haben, dass W{e, tr,',, u?!, ... frl_i) weder mit W'{f>yw[)^ tri, ... frl_i) 
noch mit J{f)) einen Factor gemein hat, so wird 

eine ganze algebraische Function von t?, für welche die Quadratwurzel des 
ausserwesentlichen Theilers der Discriminante eine ganze rationale Function 
von €? ist, deren lineare Factoren sämmtlich sowohl unter einander als von 
denen des wesentlichen Theilers verschieden sind. 

Hierbei könnte die Bestimmung der für ito, tr'i, ... frl_i zu nehmen- 
den Werthe noch weiter dahin beschränkt werden, dass der ausserwesentliche 
Theiler von möglichst niedrigem Grade wird, aber es soll im Folgenden, 
wenn von der algebraischen Function § die Rede ist, ein derartiger beson- 
derer Charakter derselben nicht vorausgesetzt werden. Die obigen Be- 
stimmungen allein genügen, wie aus den bisherigen Ausführungen hervor- 
geht, dafür, 

dass jede durch x rational ausdrückbare ganze algebraische Function 
von V sich als ganze rationale Function von f darstellen lasse, 
deren in v rationale Coefficienten in ihren Nennern nur Linear- 
factoren enthalten, welche sowohl unter einander als' von denen 
des wesentlichen Theilers der Discriminante verschieden sind; 
und man kann hierbei unter dem Ausdruck „Discriminante^^ ebensowohl die 
von X als die von I verstehen, weil der wesentliche Theiler für beide 
identisch ist. 
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§7. 

Mit Httife der erlangten Resultate kann nunmehr die Unterscheidung 
zwischen wesentlichem und ausserwesentlichem Theiler auf die Discriminante 
von Gleichungen ausgedehnt werden, in welchen der erste Coefficient nicht 
gleich Eins ist. Wenn nämlich unter rpoj V'i , ... V^« ganze rationale Func- 
tionen von e verstanden werden, welche nicht sämmtlich einen gemeinsamen 
Factor haben, und wenn femer 

gesetzt wird, so will ich jene ganze Function, welche gewöhnlich als „Dis- 
criminante" der in Beziehung auf X und Y homogenen Function: 

bezeichnet wird, die Discriminante der Gleichung V{y,f>) = oder auch, 
vorausgesetzt, dass W{y^ <?) irreductibel ist, die Discriminante der durch die- 
selbe Gleichung definirten algebraischen Function y nennen. — Bedeutet 
nun 0{v) eben diese Discriminante und V* die Ableitung von W nach y, 
so ist bekanntlich: 

wenn unter y«, yi, ... y„_i die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
W{y^ €) = verstanden werden. Die Discriminante 0{v) bleibt offenbar 
ungeändert, wenn man y durch y+r ersetzt; das letzte Glied in der Ent- 
wickelung von ^{y+r) wird aber alsdann gleich V'(r), also gleich einer 
ganzen rationalen Function von €?, die für beliebige Werthe der Constanten 
r keinen gemeinsamen Factor mit % hat. Man kann daher der Grösse r 
auch einen speciellen Werth beilegen, für welchen diese Eigenschaft von 
V{f/+r) bestehen bleibt und desshalb unbeschadet der Allgemeinheit voraus- 
setzen, dass für V'(y) selbst eben diese Bedingung schon erfüllt sei, d. h. 
dass rp„ und % keinen gemeinsamen Factor haben. 
Setzt man x^xp^-y und : 

so wird X als ganze algebraische Function von v durch die Gleichung 
F(a?, f?) = bestimmt, wenn y diejenige algebraische Function ist, welche 
durch die Gleichung V'Cy, t?) = definirt und welche daher, sobald v^, sich 
nicht auf eine Constante reducirt, nicht ganz ist. Man hat ferner: 
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also, wenn, wie oben, die Discriminante von x mit D{v) bezeichnet wird: 

Es soll nunmehr gezeigt werden, dass der Factor von 6 (t?), nämlich t^^^-^K—^)^ 
als Factor in dem ausserwesentlichen Theiler der Discriminante D{ti) ent- 
halten ist, und ich werde zu diesem Zwecke zuvörderst nachweisen, dass 
für jede Zahl m von 1 bis (»—1) der Ausdruck: 

eine ganze algebraische Function von v darstellt. Wenn man nämlich der 

Kürze halber diesen Ausdruck mit (p„, {x) und ^* ' ^" mit i? bezeichnet, so 
ist vermöge der Gleichung F(aj, t?) = 0: 

Femer hat man, da tj = ^^ ist, vermöge der Gleichung ¥'(y, t?) = : 

Durch diese Gleichung wird offenbar ij als ganze algebraische Function von 
t? definirt, und da in der vorhergehenden Gleichung (p^ {x) als ganze rationale 
Function von i; und v dargestellt worden ist, so ist auch (p„,{x) als ganze 
algebraische Function von t? erwiesen. — Die Determinante des Substitutions- 
systems, durch welches die n Grössen 1, a?, x^, ... a?''~^ als eben so viele 
lineare Functionen der n Grössen 1 , (p^ (aj), tp^ {x\ . . . y^_i {x) dargestellt 
werden, ist offenbar gleich Eins, dividirt durch das Product der Coefficienten 
der höchsten Potenzen von x in den verschiedenen n Functionen y, d. h. 
also gleich: 






Nennt man nun ö(t?) die Determinante desjenigen Substitutionssystems, mit 
Hülfe dessen die n Grössen 1, yi(a?), (p2{x\ ... y^_i(a?) linear durch die 
Functionen des Fundamentalsystems ^i, /i, ... ^-i ausgedrückt werden, so ist 

^i(»-l)(n-2) 

die Determinante des Substitutionssystems, vermittelst dessen sich 1, x^ 
a?% ... 0?""* als lineare Functionen von /;,, /l, ... f^_i darstellen lassen, d. h. 
also diejenige Determinante, deren Quadrat im § 3 als ausserwesentlicher 
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Thefler der Discriminante von x charakterisirt worden ist Offenbar muss 

nun, da % und Vo ohne gemeinsamen Factor sind, der Quotient . [^_^^ 

für sich eine ganze rationale Function von « sein. Wird dieser Quotient 
mit d(f>) bezeichnet, so ist demnach v^*~*^^""^\(y(t?)^ der ausserwesentliche 
Theiler der Discriminante D{f>). Folglich ist, wenn ^(t?), wie früher, den 
wesentlichen Theiler derselben bedeutet: 

und also: 

Hierdurch wird es gerechtfertigt, dass J{v) auch der wesentliche Theiler 
der Discriminante 0{v) genannt wird, und d{vy der ausserwesentliche 
Theiler derselben, d. h. dass unter dem wesentlichen TheUer der Discriminante 
einer beliebigen algebraischen Function y gradezu der wesentliche Theiler der 
Discriminante irgend einer ganzen algebraischen Function verstanden wird, 
welche durch y dividirt eine ganze rationale Function der unabhängigen 
Variabein ergiebt Auf Grund der im § 5 angeführten zweiten Eigenschaft 
des wesentlichen Theilers erhält man demnach fttr den wesentlichen Theiler 
der Discriminante einer beliebigen algebraischen Function m^^ Ordnung y die 
charakteristische Eigenschaft, 

dass derselbe der grösste gemeinsame Factor der Discriminanten 

aller derjenigen algebraischen Functionen n^^ Ordnung ist, welche 

sich durch y und die unabhängige Variable rational ausdrücken 

lassen. 

Diese bemerkenswerthe Beziehung zeigt deutlich die Analogie mit der 

Invarianten-Eigenschaft der Discriminante selbst Aber während vermöge 

dieser letzteren die gesammte Discriminante von y nur unverändert bleibt, 

wenn y durch eine lineare Function ^ , ^ . . ersetzt wird, haben wir in 

dem wesentlichen Theiler der Discriminante von y das Bleibende und zwar 
den einzig bleibenden Theil derselben für alle rationalen Functionen von 
y und v erkannt. 

§8. 

Wenn unter Beibehaltung der in den vorigen Paragraphen gebrauchten 

^Zeichnungen t? — a ein ausserwesentlicher Factor der Discriminante von 

also ein Factor von d{v) ist, so muss « — a auch ein ausserwesentlicher 
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Factor der Discriminante der ganzen algebraischen Function x sein, deren 
gesammter ansserwesentlicher Theiler durch 

dargestellt worden ist. Es müssen demnach gemäss § 3 ganze rationale 
Functionen von x und t? existiren, welche durch t?— a dividirt algebraisch 
ganz bleiben, d. h. wenn irgend eine derselben mit f {x, v) bezeichnet wird, 

so muss I^?^ eine ganze algebraische Function von t^'sein, während f(a?, v) 
selbst eine ganze Function höchstens (« — l)*en Grades von x ist , deren 
Coefficienten ganze rationale, nicht durch v--a theilbare Functionen von v 

sind. Demzufolge muss auch _ "^ eine ganze algebraische Function von 

V sein. Andererseits ist aber auch, da x durch die Gleichung F(x, t?) = 
definirt wird, 

^^'^^ übereinstimmend mit C^^«;— {j^,f>) 

algebraisch ganz; wenn daher (p(x) der grösste gemeinsame Theiler von 
f(a?, a) und F{x,a) ist, so muss auch 

ü — a 

eine ganze algebraische Function von v sein und für t? = a endlich bleiben. 
Die Function (p{x) muss daher für jeden der verschiedenen Werthe von x 
verschwinden, für den F{x,a) = wird, d. h. also, (p{x) muss jeden der 
von einander verschiedenen Linearfactoren von F{x, a) enthalten. — Es sei 
nunmehr tp{x) der Quotient der Division von Fix^a) durch y(aj), so dass 
also V (^) keine anderen als die bereits in (p {x) vorkommenden Linearfactoren 
. enthält ; es seien femer Fi , F2 , F3 , ... die erste , zweite , dritte , u. s. w. 
Ableitung von F{x, n) nach t?, so besteht die Gleichung 

F{x, v) = (p{x).yj{x) + {v-'a)F,{x, «) + i (<?-«)' Fj (a?, «) + ••• = 0, 

und es ist also für t? = a: 

Da nun ^^^^ als ganze algebraische Function von t? für t? = a und sämmt- 

liche zugehörigen Werthe von x endlich bleibt, so muss Fiix^d) für alle 
Wurzeln der Gleichung ^(a?) = 0, d. h. also für mindestens eine von den 
Wurzeln der Gleichung F(a?, a) = verschwinden, dai//(a?) mindestens vom 
ersten Grade ist. Da überdies durch Differentiation der obigen Gleichung 
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nach X für den Werth t? = a die Gleichung 

Fix, a) = (p\x)rp{x)+(p{x)tp'{x\ 

entsteht, wenn mit F{x,a\ (p\ \\f in üblicher Weise die Ableitungen von 
F(a?, a), (f{x^ und v(^) bezeichnet werden, und da für jede Wurzel a der 
Gleichung tp{x) = auch ^ (o) = wird, so sind für 

die drei Gleichungen 

F{x, e) = 0, F ix, f>) = 0, Fl {x, «) = 

gleichzeitig erfüllt, d. h. es verschwindet für die Werthe x = a, v = a gleich- 
zeitig die Function F{x, v) selbst mit ihren beiden nach x und v genommenen 
Derivirten. Andererseits soll nun gezeigt werden, dass, wenn dies der Fall 
ist, wenn also die drei Functionen 

F{x, ce), Fix, a), F^ix, a) 

den gemeinschaftlichen Theiler x—a haben, nothwendig t?— a ein ausser- 
wesentlicher Factor der Discriminante sein muss. 

Setzt man y = o?— (t?— a) ir, wo ir eine beliebige Grösse bedeutet, so ist 

Fix, v)^Fiy, a)^if>^a)iwFiff, a) + F,iy, «)) 

eine durch (t? — af theilbare ganze Function von y und e. Wird dieselbe durch 

iv-afGif,, f>) 
bezeichnet, so ist daher 

und wenn diese Gleichung durch (y— a)(t?— a) dividirt und für Fiy,a\ 
welches durch y—a theilbar ist, (y— a)f(y) gesetzt wird, 

JOOL+ ^^(y^«)+J;(y.«)_^.Pz:fLG(y^ ^) = o. 

Der Voraussetzung nach haben F ix, a) und Fi ix, a) den gemeinschaftlichen 
Theiler x—a und folglich Fiy,a) und Fi(jy,a) den gemeinschaftlichen 
Theiler y — o. Das mittlere Glied der Gleichung ist also algebraisch ganz, 

und es muss daher auch das erste Glied '_j^^ algebraisch ganz sein, wenn 
der Bruch ~ für keinen endlichen Werth von v unendlich wird. Der 

y—a 

Werth dieses Bruches wird aber für y = a, « = « gleich 
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und dieser Werth ist endlich, wenn die Grösse tr, wie es offenbar möglich 
ist, so bestimmt wird, dass die Summe 

den beiden Theilen gemeinsamen Factor x—a nicht öfter enthält als F^x, a). 
Da endlich mit 

_föO_ di^ K^-(v-a)u>) ^^^^ J^ 

eine ganze algebraische Function von v ist, so besitzt der Factor t?— a in 
der That jene im § 3 erwähnte Eigenschaft, welche denselben als ausser- 
wesentlichen Factor der Discriminante kennzeichnet. 

Die hiermit erlangte dritte charakteristische Eigenschaft eines ausser- 
wesentlichen Factors t?— a, dass den drei Gleichungen 

F{x, f>) = 0, F{x, v) = 0, Fiix, t?) = 

durch den Werth u = a und einen zugehörigen Werth von x genügt werden 
kann, soll nunmehr noch näher bestimmt, beziehungsweise erweitert werden. 
Bezeichnet man mit U, V beliebige oder unbestimmte Grössen und 
bildet das Product 

n{UF{xj,, f>) + VFi{Xi, v)) (i=ü,i,...— 1), 

so erhält man eine ganze homogene Function fi^er Ordnung von U und F, 
deren Coefficienten sämmtlich durch {v—af theilbare ganze Functionen von 
V sind. Setzt man nämlich , wie oben , y = o? — (t? — a) u? und berück- 
sichtigt, dass 

F{x, f>)-F(y, a) und F,ix, v)^F,{y, a) 

durch f)'-a und andererseits 

F(y, a) und F^(y, a) 

durch y— o theilbar sind, so sieht man, dass sich jeder Factor jenes Pro- 
ductes auf die Form 

bringen lässt, wo (fj, und V'* ganze rationale Functionen von a?» und v be- 
deuten, in deren Coefficienten noch U und V linear vorkommen. Das Pro- 
duct selbst, welches mit P{U,V) bezeichnet werden möge, wird demnach 
in der That durch (t? — af theilbar sein, wenn die ganze rationale Function 
von V, U, V 
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den Theiler (t?— a)^ enthält Und dies ist wirklich der Fall; denn erstens 
fallen in der Entwickelung des Productes /7(yt— a) nach Potenzen von 
(t? — a) die ersten beiden Glieder weg, da 

HiVk-a) = ±F(a+(t?-a)ip, v) ' 

ist, und es ist daher dieses Product durch iv—df theilbar; zweitens ist der 
mit diesem Producte multiplicirte Ausdruck eine rationale Function von v, 

welche — wie dies oben von "" gezeigt ist — für <? = a nicht unend- 

lieh wird. 

Die ganze homogene Function P(Ü,V) enthält, wie soeben bewiesen 
worden, jeden ausserwesentlichen Factor der Discriminante zweimal, und 
offenbar nicht mehr als zweimal, wenn die Discriminante selbst, welche in 
P{UyY) als Coefficient von f/" erscheint^ denselben Factor nicht öfter ent- 
hält. Es ist femer P(l/, V) dhrch keinen anderen Factor t? — « theilbar 
als durch einen solchen, der ausserwesentlicher Factor der Discriminante 
ist; denn die Bedingung P(ü, F) = für <? = «, zieht offenbar die Relationen 

F(a?^^<j) = 0, Fi(a?A,fj) = für t? = a 

nach sich, d. h. es muss flir t? = a den drei Gleichungen 

F{x, t?) = 0, F{x, t?) = 0, F,{x, t?) = 

gleichzeitig genügt werden können, und dies ist, wie oben gezeigt worden, 
nur möglich, wenn v — a ein ausserwesentlicher Factor der Discriminante 
der Gleichung F(x,v) ist. 

Wendet man das erlangte Resultat auf die Gleichung an, welcher 
die im § 5 mit Zj, bezeichnete Function 

genügt, und deren ausserwesentlicher Theiler nach der dortigen Bezeichnung 
das Quadrat von 

W{V, IP«, «?!, ... fU^^i) 

ist, so muss, wenn 

gesetzt wird, das auf alle n Werthe ä = a„ , «i , ... z^^i erstreckte Product 

durch das Quadrat jedes Linearfactors von W(v) und also, da für uiibestimmte 
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Werthe von u?«, iti, ... tr^.i diese Lineaxfactoren sämmtlich unter einander 
verschieden sind, durch das Quadrat von W{v) selbst theilbar sein. Es 
wird nun bei geeigneter Bestimmung von ito, ipi, ... w^^i jener mit a* be- 
zeichnete Ausdruck gleich x^ selbst; für diese besonderen Werthe der Grössen 
IT geht dann G{x,v) in F(x,v) über,, und W(vf wird der gesammte ausser- 
wesentliche Factor der Discriminante der Gleichung F{x^ v) = 0. Hieraus 
geht also schliesslich hervor, dass der mit P{U, V) bezeichnete Ausdruck 
durch den ganzen quadratischen ausserwesentlichen Factor der Discriminante 
theilbar sein muss und dass, da derselbe, wie oben nachgewiesen ist, keine 
anderen von Ü, V unabhängigen Factoren enthalten kann, 

der ausserwesentliche Theiler der Discriminante der Gleichung 
F{x, t?) = als der grösste von U, V unabhängige Theiler des über 
alle n Wurzeln der Gleichung erstreckten Productes 

ZU charakterisiren ist. 
Diese Eigenschaft des ausserwesentlichen Theilers entspricht in gewisser 
Hinsicht der obigen zweiten Eigenschaft des wesentlichen Theilers. Wäh- 
rend der wesentliche Theiler bei rationaler Transformation von x erhalten 
bleibt, d.h. wenn die Gleichung F(a?^t?) = in eine andere G{y,v) = 
transformirt wird, deren Wurzel y eine rationale Function von x und r ist, 
bleiben die ausserwesentlichen Factoren der Discriminante bei linearer Trans- 
formation von V erhalten, da 

gleichzeitig für die Werthe x = a, v'+ux = a verschwinden, wenn 

gleichzeitig für die Werthe x = a^ v = a Null werden. Es sind dies be- 
kanntlich die Werthepaare, welche die Doppelpunkte der durch F(x, r) = 
dargestellten Curve bezeichnen, wenn x und v als Punktcoordinaten in der 
Ebene aufgefasst werden. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Beitrag zur linearen Transformation der elliptischen 

Functionen. 

(Von Herrn Otio Rausenberger in Frankfurt a. M.) 



Dekanntlich lassen sich alle linearen Transformationen der Trans- 
cendenten 

(1.) { ^ d,(T,o)/7(i-^^^^^^^^^j («=-^-i;:.;+^;^=II) 

= /7(1 _e'("+')'"^) (1 +2e^'"+'""^ co82w7i+ e^*"+'''"'^) 

(«s=-», ... ao) 

(es genügt diese einzige zu behandeln) auf die beiden Hauptfälle zurück- 
führen, dass an Stelle von t 

(2.) t' = -1 
oder 

(3.) t" = T + 1 

tritt (S. Königsberger, Elliptische Functionen, II, p. 69). Nur der erste Fall 
bietet Schwierigkeiten dar. Es ist nach (1.) 

(•4^ / m + i— (n + 7)- 






ein Ausdruck, dessen NuUwerthe mit denen von ^^ix^xw) übereinstimmen; 
hieraus schliessen wir, dass t?3(T', ir) und &^{r^r%D) sich nur um einen 
nirgends Null werdenden Factor, -also eine Exponentialfunction, unterscheiden 
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können. Wir setzen somit 
also 

Unter Berücksichtigung der bekannten Relationen: . 

(7.) a,{r,w+l) = a,{zlw\ 

(8.) ^5 (t, IT + r) = e-^^'^'^^^'^* . ^5 (t, w) 

gewinnen wir, indem wir in (6.) w + 1 statt w einsetzen, für ^(ir) die 
Fnnctionalgleichnng . 

(9.) (p{w+l)-(p{w) + 2k7ii = 2irr + T, 

in der wir die beliebige ganze Zahl k zunächst als annehmen wollen. 
Betrachten wir femer vorläufig y(ir) als ganze Function von endlichem 
(dem n^^) Grade: 

so finden wir leicht, dass y(fr + l)— y(fr) vom (n— l)*®^ Grade sein muss. 
Aus (9.) schliessen wir daher, dass y(tr) vom zweiten Grade, 

ist, und aus (9.) wird 

(10.) ai+(h+2a2ic =^ 2icr + T, 

woraus Oi = 0, ch=^T folgt, während a,) unbestimmt bleibt Da durch die 
Annahme 

(11.) ^3(^1,10) = C.e''''^\&3{r,ru)) 

wirklich den Gleichungen (4.) und (8.) genügt wird, so erkennen wir, dass 
sie die richtige ist und die ausgelassenen Fälle nicht untersucht zu werden 
brauchen. C = i//(t) ist von u?, jedoch nicht von t unabhängig. In der 
Bestimmung dieser Grösse liegt die Hauptschwierigkeit der linearen Trans- 
formation; dieselbe in einer Weise durchzuführen, welche von den be- 
kannten Methoden von Eisenstein, Hermite u. s. w. wesentlich verschieden 
ist, wird im Folgenden beabsichtigt. 
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Setzen wir in (11.) zuerst w = 0^ dann tr = i, so erhalten wir bei 
Benutzung der Abkürzungen 



ni 



p = e^*^j q = e '^ 



die Gleichungen 



, <-|.o) 

(12.) r^ - *,(,,o) 



(« = U, ... ») 



and 



(13.) < _ i rj (i-q-"^^Xi-q'"^'y ,_„ , 

~ pi o-p'"+'x<+p*")a+p'"+') c«-ü,...«) 

2pi" (1 -p'-+'Xl +?'•+')• ' 

Wird in (13.) ^t an Stelle von t, also p* flir p, ^' für q eingeführt, so 
erhalten wir 

(14.J ^2/-^^^ (l_p.+i)(l+p.+i)« (.=0. ....). 

Nun folgt aber durch Multiplication von (12.) mit (13.) und Wurzel- 
ausziehung : 

T ^ yz.p* (i-p'-+')(i+p'"+o(i+p'"+') 



1/2. pi (1-P"+'X1+P"-^')' ' 



und die Vergleichung von (14.) und (15.) ergiebt die wichtige Functional- 
gleichung 



(WO Kt) = ^ 



2/ yj 

oder 

(17.) V(2r) = V(t)I^, 
oder wenn 



(18.) A(r) = 4^ 
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gesetzt wird, 

(19.) f{2r) = fix). 

Aus (12.) folgt ausserdem sofort 

Um noch eine Functionalgleichung herzuleiten, setzen wir in (11.) w^ — -^;^—^ 
und erhalten 



2t 



V(t) = 






~ ei^'p-^ (l_p»»+s)(l+p»»+>je""(i^+'>4-e-"'(4'+*'} +p*«+*) 

ei^y, (i_p».+Jxi_p'-+i+i)(i_p»»+»-4) '•■• 

= , \ il — ; , C^-^ I, ... ae). 

oder, da (l-9'-)(l+9'"e*"')(l+9'"e-*'") = l-?"" und 

'< cosln-\-iBmin ii'3 + i» ' 



•ä'« C08irti-i8in^;i i}'3 + ii 

(21.) V'W = 4-^'3./7illI?g. 



(•=1, ... X) 



p7. (1 -p J'') 

Setzen wir 3t statt t (also p^ statt p, qi statt ^) ein, so wird hieraus 

(22.) v'(3t) = -^l^ä.ijil^. (,=.....x, 

Vertauschen wir t mit (also p mit q) und nehmen beiderseits die reci- 

proken Werthe, so folgt nach (20.) 






(• = 1, ... «) 



und somit durch Vergleichung von (22.) und (23.) 

V(3t) = Sip(- 

oder 

(24.) v(9^) = 3(/'(r) 



3/ 
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oder nach (18.) 

(25.) f{9r) = fir). 

Die Relationen (19.) und (25.) können wir zusammen durch die einzige 
Formel 

(26.) A2^9^T) = fir) 

ausdrucken, in der r und s beliebige ganze, positive oder negative Zahlen 
bedeuten. Man überzeugt sich aber leicht, dass das Product 2^9' durch 
geeignete Wahl von r und s jedem reellen, positiven Werthe beliebig nahe 
gebracht werden kann. Denn es leuchtet zunächst ein, dass 2^9* der Ein- 
heit nahezu gleich gemacht werden kann, wenn man der Gleichung 
rlog2+«log9 = oder 

r_ _ log 9 
s " log 2 

annähernd zu genügen sucht, indem man für — Näherungswerthe der 

9 

irrationalen Grösse --{^ wählt. Haben wir dann 2^9•=l+(J (cT beliebig 

klein) erhalten, so ist klar, dass durch Erheben dieses Werthes in eine sehr 
hohe ganzzahlige positive oder negative Potenz jede beliebige positive 
Grösse näherungsweise dargestellt werden kann. 

Sei nun t = p(cosd+«sinu^), worin p reell positiv, & reell ist, so 
wissen wir, dass 

und somit auch /*(t) für jedes endliche t, bei welchem sind>0 ist, 

durchaus endlich und stetig sind. Denn 1^3^ ) und 1^3 (t) sind unter 

dieser Bedingung absolut convergente, von Null verschiedene Producte in 
q und p, wälirend letztere Grössen stetige Functionen von t sind. Nach 
dem Vorhergehenden muss aber in Folge von (26.) /*(t) =/*(()(cosi?+fsini?)) 
für unendlich viele, unendlich nahe bei einander liegende Werthe von p, 
also wegen der Stetigkeit der Function für alle Werthe von p dieselbe 
Grösse behalten. Weiter ist 

(27.) f- = -|^-|^ = -^(co8^+i8in^), 

(280 ^ = -l-S: = -|^-^(-8m^+»co8d). 

43* 
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Da nun -J- = 0, also auch nach (27.) -^ = 0, mithin nach (28.) 03- = 

sein muss, so finden wir /"(t) von q wie &, also überhaupt von t unab- 
hängig. Wir setzen f(r) = c, somit 

(29.) xp{r) = cV^, 
woraus nach (20.) weiter folgt 

(30.) v(T)= * -^-' 



<-t) 



also durch Multiplication von (29.) mit (30.) und Wurzelausziehung 

(31.) V'W = Vi^' 
Sonach haben wir schliesslich 

(32.) &,(^^l.^w) = ^H.e'''^''\&,{r,rw). 

Wenn sich diese Herleitung auch vor den anderen bekannten nicht 
durch besondere Kürze auszeichnet, so glaube ich doch, dass sie wegen 
ihres vorherrschend algebraischen Charakters nicht ohne Interesse ist. 
Jedenfalls lassen sich statt der benutzten Functionalgleichungen auch andere 
herleiten, die dasselbe leisten, und es ist vielleicht hierdurch möglich, die 
Untersuchung eleganter zu gestalten, als es mir bis jetzt gelungen ist. 

Frankfurt a. M., October 1880. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Nachtrag zu der Abhandlung Seite 79 dieses Bandes.) 

(Von Herrn L. W. Thom^ in Greifswald.) 



W eiin die Integrale der Differentialgleichung F^ (y, x) = in No. 1 
aus der Integralformel No. 1 (11.) entnommen werden, so ergiebt sich der 
constante Factor c in der Differentialdeterminante dieser Integrale No. 1 (16.) 
als rationale Function gegebener Constanten No. 1 (18.). Da diese Deter- 
minante gleich /iiiiih-'-l^m No. 1 (14.) wird, so ist es für den Werth der- 
selben beliebig, ob und welche Constanten in Formel No. 1 (11.) bei der 
jedesmaligen Integration addirt werden, was auch aus No. 1 (13.) folgt. 
F^ habe nun die Darstellung durch eine normale canonische Form (No. 9). 
Findet sich gemäss No. 9 II b.) , dass man F^ durch ein System normaler 
Differentialausdrllcke darstellen kann, welches die in No. 1 vor a.) ange- 
gebene Eigenschaft hat, so kann man aus diesem System alle Integrale 
entnehmen und erhält den constanten Factor in ihrer Differentialdeterminante 
durch No. 1 (18.). Es soll nun hier gezeigt werden, dass man im Allge- 
meinen aus der normalen canonischen Form von F^ solche Systeme nor- 
maler Ausdrücke herleiten kann, welche bei einem singulären Punkte von 
F^ = die Gnippenexponenten einstellig enthalten, aus denen sich demnach 
gemäss No. 5 und 9 die Integrale von F^ = herleiten lassen und zwar 
solche Integrale, die man successive durch eine Integralformel wie No. 1 
(11.) ausdrücken kann, ati« welcher Formel dann der constante Factor in der 
Differentialdeterminante No. 1 (16.) sich als rationale Function gegebener Con- 
stanten nach No. 1 (18.) ßndet (vgl. No. 5 I 6.)). 

a.) Man habe eine Anzahl Differentialausdrücke Xriy,x) (r=l...«) 
von der Form cpr {y, x) = yij ip^ {yi , ^) , wo cp^ und t//^ Systeme normaler 
Differentialausdrücke sind, (pr sich auch auf y reduciren kann und (p^ gleich 
y ist. Bei einem singulären Punkte von F^ = soll das System y/^ einen 
bei diesem Punkte normalen Ausdruck (No. 5 I a.)) bilden, und es sollen 
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die Gruppenexponenteii aus tp^ nicht in den Bestandtlieilen von y^ vorkommen. 
Es werden Integrale von (p^^t/i^ V^r = in der Anzahl a^ , der Ordnung 
von yjr^ genommen, in denen die j/i linearunabhängig sind; diese Integrale 
bei r=l...« sollen ein System linearunabhängiger Integrale von F^ = 
bilden. Nun seien die Ausdrücke Xr so beschaffen, dass wenn die Integrale 
von /i = bis Xr-i = in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
G = veremigt sind, diese auch die Integrale ton ^r = enthält, während 
die angenommenen a^ Integrale von y^ = y,, rpriyi^x) = von denen in G = 
linearunabhängig sein sollen. 

Es werden nun die Integrale von G = und Xr = in einer Differen- 
tialgleichung vereinigt (vgl. No. 7 I). Die in dem Satze betrachteten «^ Inte- 
grale von Xr = sollen aus der Differentialgleichung 

hervorgehen, wo fi^i von der Form 

u 

N 

Co von Null verschieden, tr^. von der Form Jlc^^ii^—ay oder gleich Null 

ist liiri sei gleich e'^'^v^i gesetzt. Setzt man die a^ Integrale aus (1.) in 
G {y, x) ein, so erhält man 

(2.) G{y,x) = e^o^^jdxoj^o^^... lo:;iLi0^dx (/=l...a^), 

wo die a Ausdrücke von derForm (x— a)^^Äa(^— «)* sind, ä« von Null ver- 

u 

schieden ist, und diese Ausdrücke sich auf folgende Weise ergeben. Der 
Differentialausdruck G sei auf die Form gebracht y^ (y, a:) = yi , y (y i , x\ 

Es sei yie^'^Uy x) = e'^'^/ {u, x) gesetzt. Dann sind in y'(fi, x) die a^ Ausdrucke 

(3.) u = v^Jdxv-^^v^...Jv;il^v,idx (/=l...a^) 

zu setzen, wodurch man a^ linearunabhängige Grössen erhält, so dass man 
dem Resultate die Form geben kann 

(4.) / (ii, x) = a^i Idx a;;* a^^ . . ./orili a^iäx (/ = 1 . . . a^), 

wo nun die Ausdrücke der a zu bestimmen sind. Es ergiebt sich 

(5.) /(yri,a:) = a,i. 
Wird (Jri-y-^^ri^/i'fffX) oder 

(6.) y'(«,a.) = o., ^-Il2^a, = /?(«,x) 
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gesetzt, so folgt hieraus, weil ß {vn , x) = ist, 

Setzt man in y'\u,x) ein Vr2/rf^2^;5*^r3«««/^rt-i^r/rf^5 so erhält man 

(8.) /' (fi, x) = 0^ jdx (^^ (Tri • • • Art-i ^r/ rf^ (/ = 2 . . . a^) 

und hat in Bezug auf /' in derselben Weise wie in Bezug auf y' zu ver- 
fahren u. s. w. Wenn man nun 

(9.) e"" o^i ^ Tri (/ = 1 . . . a^) 

setzt, so ergiebt sich (vgl. Abhdl. Bd. 83 No. 9 (2.)), dass die in Betracht 
gezogenen m Integrale von F^ = in der Integralformel 

(10.) Ti Jdx Tf* Tj . . . It'^Ix r^dx (b = 1 . . . m) 

enthalten sind, in welcher der Zeiger 

(11.) b = of,+ of2 + ... + a,.i+C = rC C ""/*«) 

ZU setzen ist, alsdann die Werthe der t aus (9.) zu nehmen sind. Der con- 
stante Factor in der Diflferentialdeterminante dieser Integrale ergiebt sich 
dann nach No. 1 (18.) durch das Product der Grössen &„ in den a als 
rationale Function gegebener Constanlen. 

Entsprechend ist es bei a; = oo , indem a? = <~^ in G = und ;fr = 
emgesetzt wird (vgl. No. 5 (5.) (6.)). 

b.) Der in a.) enthaltene Satz ist anwendbar auf den allgemeinen 
Fall, der in No. 9 II b.) (Schluss) angegeben ist. In diesem Falle sollen 
die Systeme Xr des Satzes a.) so gebildet werden, dass auf das System der 
vorhergehenden canonischen Bestandtheile von F« als (pr folgt der Diflferen- 
tialausdruck tpr der Art , dass V^r = die Integrale der Hauptunterdifferen- 
tialgleichungen des folgenden canonischen Bestandtheiles , welche den zu 
dem singulären Punkte gehörenden determinirenden Factor No. 5 I a.) über- 
einstimmend haben, enthält. Diejenigen Xr^ in denen rpr aus Hauptunterdiffe- 
rentialgleichungen desselben canonischen Bestandtheiles hervorgeht, sollen auf 
einander folgen. Femer ist der Satz in a.) anwendbar auf den Fall, wo die 
in No. 9 n b.) gestellten Bedingungen dahin abgeändert werden, dass wenn 
Hauptunterdifferentialgleichungen zweier canonischen Bestandtheile R und T 
und das System der zwischen liegenden canonischen Bestandtheile S (wo 
S auch nullter Ordnung sein kann) bei diesem Punkte übereinstimmende 
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determinirende Factoren haben, alsdann von den Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen der zugehörigen bei demselben Punkte regulären Ausdrücke 
nur vorausgesetzt wird, dass diese Wurzeln zusammen betrachtet sich von 
solchen Wurzeln bei anderen Hauptunterdifferentialgleichungen nicht um 
ganze Zahlen unterscheiden. Hat dann R die Form Ä'(y, a?) = yi, R'^dfi) ^), 
wo ß' = die Integrale der übrigen Hauptunterdifferentialgleichungen aus 
R vereinigt enthält, und hat T die Form T{y,x)=^yi^ T'{y^^x\ wo !r = 
die Integrale der in dem Vorhergehenden in Betracht gezogenen Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von T vereinigt enthält, so wird der bezügliche 
Ausdruck xpr gleich Ä"(y,a;)=yi, S{y,.x) = y2, Tiy^.x). 

In diesen beiden Fällen seien nun die Integrale aus (1.) aufgestellt. 
Wird / (fi, x) gebildet und ist die Ordnung von y* gleich i, so ist entweder 
in y' = der charakteristische Index h gleich l , oder wenn derselbe kleiner 
als l ist, so enthält die Exponentengleichung von y' = Wurzeln, die sich 
von den Exponenten in den v nicht um ganze Zahlen unterscheiden (vgl. 
No. 8 a.)). Wenn daher die Coefficienten in y' mit g bezeichnet werden 
und die Ordnung, in welcher g^^ für a? = a unendlich wird , n^ (^ 0) ist, so 
ist die Grösse k^ in a^i 

(12 ^ i ^''^' ^"^ " ''^^'^'^'' ^' (Pi - 1) • • • (Pi - (i - Ä) + 1) 

1 + {g,^. {x-ar "■").=« Pi . . . (Pi-a- A) + 2) + . . . + (i7, (a: -a^ '''"'Ua] e. 

In y" = ist dann gleichfalls der charakteristische Index A entweder gleich l 
oder die Exponentengleichung von /' = enthält Wurzeln, die sich von 
den Exponenten in den v nicht um ganze Zahlen unterscheiden u. s. w. 

Hieraus und aus (6.) und (7.) ergiebt sich, dass man von der Ent- 

wickelung jeder Grösse r nur dm Anfangsglied a, (a: — a)^'"'"^^ zu kennen 
braucht, um den Anfangscoefficienten k^ in jeder Grösse o zu erhalten und 
durch das Product der Grössen k^ den gesuchten constanten Factor in der 
Differentialdeterminante zu finden. 

Greifswald, 24. Juni 1881. 



Bemerkung: In dem Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik 
Jahrgang 1879 findet sich ein Referat über meine Abhandlung im 87. Bande dieses 
Journals, in welchem dieselbe mit der Abhandlung des Herrn F\ichs im 75. Bande ver- 
glichen wird. Dieses Referat bedarf der Berichtigung. Da die Discussion der Bezie- 
hungen zwischen beiden Abhandlungen von allgemeinerem Interesse zu sein scheint, 
so möge dieselbe hier folgen. 
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Von Herrn Fuchs ist auf die lineare Differentialgleichung (Abth. II No. 4 etc.) 
mit der unabhängigen Variabein s eine rationale Substitution z = F(tr) im Allgemeinen 
von höherem als erstem Grade angewandt von der Beschaffenheit, dass die den sin- 
gulären Punkten z im Endlichen entsprechenden Punkte to = aj, sämmtlich auf die Peri- 
pherie eines Kreises E verlegt werden, dessen Mittelpunkt tD = dem Punkte ;s = oo ent- 
spricht. Dann werden die Integrale bei tr = (No. 5) durch die bei a^ ausgedrückt und 
die hierbei in den linearen Ausdrücken der Integrale vorkommenden Constanten aufgesucht 
(No. 6, 7, 8, 9). Es werden also die linearen Relationen zwischen den Integralen der 
ursprünglichen Differentialgleichung bei den singulären Punkten im Endlichen einerseits und 
zwischen den Integralen bei z = oo andererseits aufgestellt (No. 10). Die aus den Con- 
stanten in diesen Relationen hervorgehenden Substitutionen, die inversen Substitutionen und 
die Substitutionen der Constanten, die bei dem Umgange um je einen singulären Punkt 
sich ergeben, werden zusammengesetzt als Substitutionen S und auf das Integralsystem 
bei 2 = cx) angewandt (No. 11). Die Integrale dieses Systemes sind einwerthig, so lange 
eine aus dem Endlichen durch die singulären Punkte ins Unendliche gezogene Linie 
nicht überschritten wird. Die Darstellung derselben für dieses Oebiet ist Grundaufgabe 
der Abhandlung (Abth. I, Abth. II No. 12). Die Debergänge dieser Integrale über die 
Abschnitte der genannten Linie zwischen je zwei aufeinander folgenden singulären Punk- 
ten werden durch die vorhin erwähnten Substitutionen S und ihre inversen vermittelt 
(No. 13). Um ein bei einem Punkte entwickeltes Integral auf vorgeschriebenem Wege 
fortzusetzen, wird dasselbe durch das bei z=^oo entwickelte System ausgedrückt 
(No. 10, 14), alsdann die Fortsetzung durch Anwendung der Substitutionen S und ihrer 
inversen bewerkstelligt (No. 13). Wenn die Integrale bei den oben genannten Punkten 
io = und tD = ttk regulär sind, so werden für die gesuchten Constanten die Ausdrücke 
No. 9 (4.) gegeben. Von diesen Ausdrücken ist aber die Convergenz in dem Punkte 
aj, nicht nachgewiesen, ferner ist die Convergenz der bei Darstellung der Integrale 
von 9 = oo in No. 12 geforderten bestimmten Integrale nicht gezeigt. 

Dagegen ist in meiner Abhandlung (No. 3, 4, 10) bewiesen, wenn man auf 
die Differentialgleichung mit der unabhängigen Variabein x eine Transformation o; = A(£) 
anwendet, bei welcher ein singulärer Punkt in | = und einer in $=:1 fällt, die 
anderen aber ausserhalb des Kreises um £ = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 liegen 
(jedoch dürfen ausserwesentlich singulare Punkte noch auf oder in diesem Kreise 
liegen No. 6 6.)), und wenn die Integrale bei | = und | = 1 regulär sind, dass als- 
dann in den linearen Relationen, welche die Integrale bei ^ = durch die bei £=1 dar- 
stellen, die Ausdrücke für die gesuchten Constanten in dem Punkte $ = 1 selbst immer 
convergiren. Die einfachste hierzu dienende Transformation ist eine rationale Sub- 
stitution ersten Grades, sobald die | = und ^ = 1 entsprechenden singulären Punkte 
der ursprünglichen Differentialgleichung irgendwie in dem von einem Kreise begrenzten 
Gebiete liegen (welches auch o; = oc enthalten darf), ausserhalb welches die übrigen 
singulären Punkte der Differentialgleichung sich finden. Ich ziehe daher durch die 
singulären Punkte eine sich selbst nicht schneidende, in sich zurücklaufende Linie 
(No. 6), so dass entweder je zwei auf einander folgende singulare Punkte schon die 
vorhin angegebene Lage haben (z. B. wenn alle singulären Punkte im Endlichen auf 
einer Geraden oder auf einem convexen Polygon liegen), oder dass, nachdem noch 
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einzelne Punkte auf jener Curve im Endlichen oder Unendlichen hinzugenommen sind, 
nun je zwei auf einander folgende der fixirten Punkte sich in jener Lage befinden. 
Alsdann stelle ich mittels der vorhin bezeichneten Anwendung einer rationalen Substi- 
tution ersten Grades die linearen Relationen zwischen den Integralen bei je einem dieser 
Punkte und dem nächstfolgenden auf jener Curve auf. Sind die Integrale nicht regulär, so 
werden die Ausdrücke No. 3 (3.) der Constanten in einem nichtsingulären Punkte ge- 
nommen. Die Substitutionen der bei diesem Verfahren erhaltenen Constanten und die 
Substitutionen derjenigen Constanten, die bei dem Umgange um je einen singulären 
Punkt sich ergeben, sind zusammenzusetzen, und auf das bei einem singulären Punkte 
entwickelte Integralsystem anzuwenden, um ein bei irgend einem Punkte gegebenes 
Integral fortzusetzen. Letzteres Integral wird ebenfalls durch eine rationale Trans- 
formation ersten Grades vermittelst der Integrale bei einem singulären Punkte (z. B. 
dem nächsten, eventuell x = oo) ausgedrückt und die Darstellung der Fortsetzung auf 
vorgeschriebenem Wege auf eine Zusammensetzung der vorhin genannten Substitutionen 
reducirt (No. 6 c.)). Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe dient als 
Beispiel des Verfahrens (No. 8). 

Was nun die Convergenz der Ausdrücke No. 9 (4.) in der Abhandlung des 
Herrn Fuchs angeht, so kann man diese Ausdrücke vermittelst einer rationalen Sub- 
stitution ersten Grades transformiren, die einen Kreis, welcher neben dem Punkte 
tr = nur einen der Punkte w = a^ enthält, conform auf den Kreis in der |-Ebene 
so abbildet, dass tr = und w =: aj, bezüglich | = und | = 1 entsprechen. Die 
so transformirten Ausdrücke convergiren nach dem vorhin angegebenen Resultate meiner 
Abhandlung. Es bleibt dann aber noch die oben bezeichnete Schwierigkeit in Bezug 
auf die von Herrn Fuchs in No. 12 gebildeten Integrale. 

Im Allgemeinen wird es, wenn die Fortsetzung der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung ausgedrückt werden soll, darauf ankommen, die Constanten in 
linearen Relationen in möglichst einfacher Form darzustellen. 

Ich bemerke noch in Bezug auf die in dem Referate enthaltene Aeusserung 
über No. 7 meiner Abhandlung, dass der Leser die Unrichtigkeit dieser Aeusserung 
schon nach der Lektüre der ersten vier Seiten dieser Nummer erkennen kann. 

Nieder-Dollendorf bei Bonn im August 1881. 
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Eine geometrische Darstellung der Landenschen 

Substitution. 

(Von Herrn K. H. Schellbach.) 



Aus dem bei A rechtwinkligen sphä- 
rischen Dreiecke ABC und der beigefügten Be- 
zeichnung entnimmt man die Formeln 

also cos c = y 1— sin y^ sin a^ 



smc = smysina, 
und 



tg6 = cosytga, sowie sin(a— 6) = tgysin(a+6), 
also 

(a-i) = |/l-tg^8in(a+*)^ 



cos 




Macht man nun CD = h, so werden die Cosinus der beiden Bogen BA und BD 

durch A — siny^sina^ und j/l— tgy sin(a+6)^ dargestellt. 

Durch diese Bemerkung gelangt man zu der Vorstellung, dass das 
rechtwinklige sphärische Dreieck mit der LaiM/etischen Substitution in Ver- 
bindung stehen muss. Bezeichnet man a+h mit a' und siny mit k, so ist 
auch in der That die angeführte Formel tg6 = cosytga nichts anderes als 
die Landemc\iQ Substitution tg(a'— a) = A'tga. Der Kürze wegen mögen 

Vi— sin y^ sin a^ mit Ja und ]/l — tg^sina'^ mit J*a! bezeichnet werden. 

Wird die Seite AB bis zum Pole P des Kreises AC verlängert und 
der Quadrant PA um den unendlich kleinen Winkel P bis PB'Ä ver- 
schoben, so sind die Kreisbogen AA mit db und BB* mit da zu bezeichnen, 
und das Dreieck PBB* ergiebt die Formel 

miß da = coscrffi. 
Aber da + db == da\ also 

miß da = cos crfö' — cos crfa. 

44* 
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Da nun 

COfl Y COS V V V 

8in/3== ^ = — j-^ und cosc = cos (a — 6) cos 4- + cos(a+6)sin-H- 

' C08C Ja ^ ^ 2 ^ ^ 2 

y« y» 

= -diV COS -^ + cosa' sin -y , 
so ist 

da r' y' 

cosy-T- = rfö'^'a'cos-7r- + rfö'cosa'sin~ — daJa. 
'Ja 2 2 

Durch Integration dieser Gleichung gelangt man zu der bekannten Formel 

cosy /-^ = coQ^/da' J'a' + ^ina^m^'-/daJa, 

welche ein elliptisches Integral erster Gattung durch zwei elliptische Inte- 
grale zweiter Gattung berechnen lehrt. 

Man beachte nun noch weiter, dass 

. ^ sinb ;, cosa 

smp = — — und cosc = i-, 

' siDa cos 6 ^ 

also 

jf6 _ aln/y _ sin 2b f i r i. 14._^— ^^' — 8in(a+6)co8(a— b) 
da cosc "" 8in2a ' ^ da ^ da "^ cosasina 

Ferner liefert die Addition der beiden Gleichungen 

O/tQg _i 

_L=^ „nd ^^ = 4H^ die Formel 2_^8in(a+^ 

COSC cosa cosc sina cosc cosasma 

Daher wird 

y« 

da' ^^^^~2 r L^ A rf« i da' 

cos(a— 6) oder 



da cosc ^ ^ Ja rt y' J'a' 

2C08-^ 



Das Integral dieser Gleichungen ist 



n da 1 n d(Q 

J l/l-8iny'8ina« " gcos^J ]/l-tg^ 



d(a + 5) 



tg-^8in(a + fe)« 

In dieser Gleichung bedeutet also y den spitzen Winkel eines rechtwink- 
ligen sphärischen Dreiecks, der zwischen der Hypotenuse a und der Kathete 
b liegt. Es lassen sich daher zwei wichtige Sätze aus der Theorie der 
elliptischen Functionen auf eine sehr einfache und für das Gedächtniss fass- 
liche Weise aus den Eigenschaften eines sphärischen Dreiecks ableiten. 

Berlin, Juni 1881. 
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Beweis eines Satzes über projective Punktreihen. 

(Von Herrn Pasch in Giessen.) 



In seiner Abhandlung „Untersuchung zusammenfallender reeiproker 
Gebilde in der Ebene und im Räume" (dieses Journal Bd. 77 S. 105 ff.) 
giebt Herr Schröter auf S. 120 einen Satz an, welcher sich auf projective 
Punktreihen in vereinigter Lage bezieht. Eine Erweiterung dieses Satzes 
soll in den nachstehenden Zeilen hergeleitet werden. 

Ist auf einer Geraden f durch zwei projective, aber nicht involutorische 
Punktreihen P und P eine projective Beziehung gegeben, und entspricht 
dem Punkte b der Geraden ^ der kein Doppelpunkt sein soll, bei der Be- 
ziehung PP' der Punkt c, bei der Beziehung FP der Punkt a, so sind die 
Punkte a und c nicht bloss von 6, sondern auch von einander verschieden. 
Wenn also noch cd homologe Punkte bei der Beziehung PF vorstellen, 
so ist durch die Punkte abcd, nämlich durch die drei Paare ab, bc, cd die 
projective Beziehung bestimmt. 

Dem in der Geraden / variirenden Punkte y entspreche z bei der 
Beziehung PP, dagegen x bei der Beziehung PP. Zieht man durch b 
noch eine Gerade g, nimmt in der Ebene fy den Punkt ausserhalb der 
beiden Geraden und projicirt cdys aus auf g nach ßy^rj, so sind abxy und 
bcyz projectiv, bcyz und bß^t] perspectiv, folglich abxy und bß§rj projectiv, 
ebenso die Strahlenbüschel ri{abxy) und y{bß^)^ diese mithin sogar per- 
spectiv. Begegnen sich also die Geraden xri und ^y im Punkte Q, so liegen 
aßQ in gerader Linie, Q in der festen Geraden aß. 

Dem (von a, b, c verschiedenen) Punkte m der Geraden f seien die 
Punkte / und n in den Beziehungen FP und PF zugeordnet. Projicirt 
man m und n aus auf g nach resp. l und .u, so sind ablx und bcmy. 
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bcmy und cdnz projectiv, cdnz und ßy/nrj perspectiv, folglich ablx und ßyfirj 
projectiv. Indem wir den Durchschnittspunkt R der Geraden xrj und l/n 
einführen, erkennen wir die Strahlenbüschel ^ {ablx) und R (ßy/^rj) nicht bloss 
als projectiv, sondern auch als perspectiv, da die Geraden fil und R,u zu- 
sammenfallen. Demnach liegt der Durchschnittspunkt der Strahlen fia und 
Rß in gerader Linie mit y und x; die Strahlen /na und Rß schneiden sich 
auf der Geraden yx. Weiter sind die Büschel aibßyfi) und ß{xQt]R) 
perspectiv; denn die Strahlen ab und ßx begegnen sich in ar, ay und ßrj 
in y, a/Lt und ßR auf yx, aß und ßQ fallen zusammen. Da mithin die 
Punktreihen bßy/n und xQrjR^ bßyfi und bcdn^ bcdn und abctn projectiv 
sind, so ergiebt sich schliesslich die Projectivität der Punktreihen xQriR 
und abcm. 

Aus projicire ich R auf f nach r. Dann sind a^zr und xQriR 
perspectiv, folglich flcyar und abcm projectiv. Da man durch passende Wahl 
des Punktes m das Gebilde abcm einem beliebig gegebenen, aus vier ver- 
schiedenen Elementen bestehenden einförmigen Gebilde projectiv machen 
kann, so ist in der Geraden f jedem Punkte y ein Punkt r durch die For- 
derung zugeordnet, dass xyzr einem festen Gebilde projectiv sein soll. Da 
die Strahlen yx und ßR, während y variirt, perspective Büschel resp. um 
y und ß mit dem perspectiven Durchschnitt afi, mithin gleichzeitig die 
Punkte X und R projective Punktreihen resp. in den Geraden / und lu 
beschreiben, so ist auch die Beziehung zwischen y und r in der Geraden 
/ Projectivität. Wenn endlich die Punkte ä' und b bei der Beziehung PF 
resp. den Punkten z und r entsprechen, also das Paar zs dem Paare yr, 
so sind xyzr und yzz^s projectiv, d. h. yzz's dem festen Gebilde projectiv, 
z und 8 zugeordnete Punkte der zwischen y und r bestehenden Projectivität 
Die Paare dieser Beziehung werden durch die Projectivität PF in Paare 
derselben Beziehung übertragen, und wir können daher sagen, die Beziehung 
yr sei bei der Projectivität PF sich selbst homolog. 

Werden auf einer Geraden, in welcher durch zwei projective, aber nicht 
involutorische Punktreihen P und P' eine projective Beziehung gegeben ist, dem 
Punkte y durch die Beziehungen FP und PF resp. die Punkte x und z zu- 
geordnet und ein weiterer Punkt r so construirt,- dass die gerade Punktreihe 
xzyr einem festen Gebilde projectiv ausfällt, so ist auch die zwischen y und 
r entstehende Beziehung Projectivität und bei der Projectivität PF sich selbst 
homolog. 
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Durch die Beziehung P'P werde dem Punkte r der Punkt q zuge- 
ordnet Dann sind yrxq und zsyr projeetiv, mithin auch yrxq und ryss, 
folglich die Paare qz, ry, sx in Involution, xzyr und sqry projeetiv. — 
Nimmt man also xzyr harmonisch, so erhält man den ScArö/erschen Satz; 
denn dann werden auch sqry oder qsry harmonisch, xzyr und qsry projeetiv, 
also y durch r in derselben Weise bestimmt, wie r durch y, d. h. die Paare 
ry bilden eine Involution, welche durch die Beziehung PF in sich selbst 
übertragen wird. 

Giessen, April 1881. 



Indem wir hiermit das erste unter unserer Redaction erscheinende 
Heft des Journals für die reine und angewandte Mathematik dem Publikum 
übergeben, berufen wir uns auf die im Juli v. J. dem 89. Bande beige- 
gebene Erklärung und bitten die Beiträge für das Journal unter der Adresse 
,,An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik^^ 
an die Verlagsbuchhandlung von G. Reimer (Berlin, SW. Anhaltische 
Strasse 12) einsenden zu wollen. 

Berlin, im April 1881. 

L. Kronecker, E. Weierstrass. 



• 

indem wir hiermit den ersten imter unserer Redaction er- 
scheinenden Band des Journals fiir die reine imd angewandte 
Mathematik dem Publikum übergeben, berufen wir uns auf die 
im Juli V. J. dem 89. Bande beigegebene Erklärung. Wir freuen 
uns dabei mittheilen . zu können , dass Herr Professor Lampe, 
welcher schon seit dem Jahre 1868 imter Borchardts Leitung die 
speciellen Redactions- Geschäfte geführt hat, uns seine fernere 
Mitwirkung zugesichert hat. Die Beiträge für das Journal bitten 
wir ausschliesslich unter der Adresse „An die Redaction des 
Journals für die reine und angewandte Mathematik" an die 
Verlagsbuchhandlung von G. Reimer (Berlin, S.W. Anhaltische 
Strasse 12) einsenden zu wollen. 

Berlin, im September 1881. 



L. Kronecker j K. Weierstrass. 
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